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ウェーブレット解析で何ができるのか？�

信号処理（解析）や画像処理の新しい道具�

信号のいろいろな�
スケールの情報に�
アクセス�

マルチスケール解析�
近似� 詳細�

信号を時間周波数分解�
エネルギーも分解�

再構成�

信号の時間周波数情報を�
２次元表示�

情報の可視化� データ操作�

信号の時間周波数情報を�
データ処理�

（詳細）�
特異性の検出�

（近似）�
雑音除去�
データ圧縮�

周波数領域では�
Logスケール�
大きな領域をカバー�
人間の感覚に近い�

データ解析と�
パターン認識が�
しやすくなる�

情報の過剰性�

多くの情報が必要�
効率的とはいえない．�
�
�効率的な�
ウェーブレット変換は？�
�

ウェーブレット変換� ウェーブレット展開�
離�
散�
化�

時間スケール解析�

ウェーブレット展開�
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1. 時間周波数解析

• ヒルベルト空間 L2(R)

L2(R) := {f |
∫
R
|f(x)|2 dx < +∞}

(f, g) :=
∫
R
f(x)g(x) dx, ||f || :=

√
(f, f).

• 関数 f のフーリエ変換と関数 g の逆フーリエ変換を

F [f(x)](ξ) = f̂(ξ) :=
∫
e−ixξ f(x) dx

F−1[g(ξ)](x) :=
1

2π

∫
eixξ g(ξ) dξ

• パーシバルの等式

(f, g) =
1

2π
(
f̂ , ĝ
)
, f, g ∈ L2(R)

• w(x) ∈ L2(R) が窓関数 ⇐⇒ xw(x) ∈ L2(R)．

• f の窓関数 w(x) による窓フーリエ変換 ⇐⇒ F [f(x)w(x− b)]
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• F [f(x)w(x− b)](ω) = (f,Wb,ω), Wb,ω(x) := eiωx w(x− b)

ω を取り替えて ReWb,ω を図示

• (f,Wb,ω) = (f̂ , Vb,ω), Vb,ω(ξ) := 1
2π Ŵb,ω(ξ) = eiωb

2π e−iξb ŵ(ξ − ω)
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Figure 1. ReWb,ω の概形

• f の点 x = b̃ の近傍における情報と f̂ の点 ξ = ω̃ の近傍における情報を関数 f から同時
に取り出す

. f を点 (x, ξ) = (̃b, ω̃) の近傍に超局所化

2. フーリエ解析の不確定性原理

• f の台 (support) ⇐⇒ {x ∈ R ; f(x) 6= 0}

• コンパクト集合 ⇐⇒ 有界閉集合

• f と f̂ の台がコンパクト =⇒ f ≡ 0

• 関数 Wb,ω と Vb,ω で f から本質的に切り出される部分はどこか？

窓関数 w(x) の中心 ⇐⇒

x∗ :=
1
||w||2

∫
R
x|w(x)|2 dx

窓関数 w(x) の幅 ⇐⇒

∆w :=
1
||w||

(∫
R
(x− x∗)2|w(x)|2 dx

)1/2

• 窓関数 w(x) の時間周波数の窓 ⇐⇒ (x, ξ)-平面で考えた長方形領域

[x∗ + b−∆w, x
∗ + b+ ∆w]× [ω∗ + ω −∆ŵ , ω

∗ + ω + ∆ŵ ]

. 時間周波数の窓の形は窓関数だけから決まってしまい，(b, ω) を動かしても平行移動す
るだけである．

• フーリエ解析の不確定性原理
∆w∆ŵ ≥ 1/2

等号成立は w(x) が

w(x) = c eiax gα(x− b), c 6= 0, a, b ∈ R
の形のときに限る．

gα(x) :=
1

2
√
πα

e−x
2/4α, α > 0

• 高い振動数のところでは短時間，低い振動数のところでは長時間となるように，運動に応じ
て時間周波数の窓の形を変えたい．

. 窓関数にパラメータを入れて変化させる． =⇒ ウェーブレット変換
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• 短時間フーリエ変換で
w(x) = ψa(x),

ψa(x) := a−1/2ψ(x/a)

とおいた場合の (f,Wb,0) がウェーブレット変換

a を取り替えて ψa(x) を図示．

Figure 2. ψa(x) の概形

. a を取り替えても，振動の数はかわらず形が一定．
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Figure 3. いろいろなタイリング

3. ウェーブレット変換とウェーブレット展開の定義

• ψ(x) がアナライジングウェーブレット

⇐⇒ ψ(x) と ψ̂(ξ) は窓関数であって，∫ +∞

0

|ψ̂(ξ)|2/ξ dξ =
∫ +∞

0

|ψ̂(−ξ)|2/ξ dξ =
1
2
Cψ < +∞.

（これは逆変換が定義できる条件）

. さらに，|ψ̂(ξ)| が原点で連続なら
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ψ̂(0) = 0 ⇐⇒
∫
R
ψ(x) dx = 0.

• メキシカンハット関数

ψ(x) =
2√
3
π−

1
4 (1− x2) e−

1
2x

2
.

− d2

dx2

(
e−

1
2x

2)
を L2(R) で正規化した関数．メキシカンハット関数 ψ のフーリエ変換は

ψ̂(ξ) =
2√
3
π−

1
4
√

2π ξ2 e−
1
2 ξ

2
.

ψ

ψ̂
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Figure 4. メキシカンハット関数とそのフーリエ像

• ψ：アナライジングウェーブレットのとき，f ∈ L2(R)，a, b ∈ R, a > 0 に対し，

(Wψf)(b, a) :=
1√
a

∫
R
f(x)ψ

(x− b
a

)
dx

をウェーブレット係数．

f(x) 7→ (Wψf)(b, a)

をウェーブレット変換．

• 窓関数 ψ1 = ψ の中心を x∗，幅を ∆ψ， 窓関数 ψ̂ の中心を ω∗，幅を ∆ψ̂

=⇒ 窓関数 ψa の中心は ax∗，幅が a∆ψ， 窓関数 ψ̂a の中心は ω∗/a，幅が ∆ψ̂/a

. ウェーブレット変換の時間周波数の窓は

[b+ ax∗ − a∆ψ, b+ ax∗ + a∆ψ]×
[
ω∗/a−∆ψ̂/a, ω

∗/a+ ∆ψ̂/a
]

• 逆ウェーブレット変換：

f(x) ∈ L2(R) の連続点で x ∈ R

f(x) =
2
Cψ

∫ +∞

0

[∫
R
(Wψf)(b, a)

1√
a
ψ

(
x− b
a

)
db

]
da

a2
.

b は時間， 1
a
は周波数，

d

(
1
a

)
= − 1

a2
da
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Figure 5. フーリエ変換とウェーブレット変換

. 積分は時間と周波数に関する積分．

• ウェーブレット変換は 1 変数関数を 2 変数関数に変換．

. 解析する信号の情報を過剰に含んでいる．

. 情報の繰返しによってデータが解析しやすくなったり，パターンを認識しやすくなる利
点がある．

. 多くの情報を必要とするので効率的とはいえない．

• 数値解析を行うには (b, a) を離散化して積分．

=⇒ (b, a) =
(
k

2j
,

1
2j

)
, j, k ∈ Z

. 刻みを 1
2j
とすることは高速フーリエ変換で重要．

. 音楽のオクターブにも関係．

• 効率的なウェーブレット変換 =⇒ ウェーブレットによる正規直交基底の構成．

• fjk(x) := 2j/2f(2jx− k), j, k ∈ Z =⇒ ||fjk|| = ||f ||
• ψ ∈ L2(R) をウェーブレット関数 ⇐⇒ {ψjk}j,k∈Z が L2(R) の正規直交基底．
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• f ∈ L2(R) の正規直交基底 {ψjk}j,k∈Z に関する展開

f =
∑
j,k∈Z

(f, ψjk)ψjk

をウェーブレット展開．
• 応用上，ウェーブレットには次のような条件を課すことが多い．

(i) 局所性 (localization):

∀` ∈ N, ∃C`; |ψ(x)| ≤ C(1 + |x|)−`.

(ii) バニシングモーメント (vanishing moments):

∃L ∈ Z+ := N ∪ {0}, 0 ≤ ∀` ≤ L;∫
R
x`ψ(x) dx = 0.

(iii) 正則性 (regularity):
∃r ∈ Z+; ψ ∈ Cr(R).

• バニシングモーメント =⇒

(f, ψjk) = (RN , ψjk), N − 1 ≤ L

f(x) =
N−1∑
k=0

1
k!
f (k)(x0)(x− x0)k +RN (x).

. RN つまり f (N) の特異性が検出できる．

• ウェーブレット関数 ψ はスケーリング関数と呼ばれる別の関数 ϕ から構成するとよい．

• スケーリング関数は次の伸張方程式を満たす：

ϕ(x) = 2
∑
k∈Z

hkϕ(2x− k)

hk := (ϕ(x), ϕ(2x− k))

. {hk} を決めると ϕ が決まる．

• ウェーブレット関数は次のウェーブレット方程式を満たす：

ψ(x) = 2
∑
k∈Z

gkϕ(2x− k)

gk := (ψ(x), ϕ(2x− k))

. {gk} は gk := (−1)1−k h1−k で与えられる．

. スケーリング関数とウェーブレット関数から，それぞれローパスフィルタとハイパス
フィルタが作れる．
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Figure 6. ローパスフィルタとハイパスフィルタ

• {ϕj0k}k∈Z ∪ {ψjk}j≥j0,k∈Z が L2(R) の正規直交基底．

• 正規直交基底 {ϕj0k}k∈Z ∪ {ψjk}j≥j0,k∈Z に関する展開

f =
∑

k∈Z
(f, ϕj0k)ϕj0k +

∑
j≥j0,k∈Z

(f, ψjk)ψjk

もウェーブレット展開．

• Vj := Span {ϕjk}k∈Z, Wj := Span {ψjk}k∈Z.

=⇒ L2(R) = Vj0 ⊕ (⊕j≥j0 Wj) .

• ウェーブレット ψjk のフーリエ像は

ψ̂jk =
∫
R
e−ixξ 2j/2ψ(2jx− k) dx = 2−j/2 e−ikξ/2

j

ψ̂(ξ/2j).

=⇒ supp ψ̂j0k = supp ψ̂j00.

• 関数 f のウェーブレット展開の各項 (f, ψjk)ψjk は，
j を固定して k ∈ Z を動かすとき，関数 f を

. x 空間（時間領域）において k/2j 刻みで局所化．

. ξ 空間（周波数領域）では，関数 ψ̂(ξ/2j) で切り落とされる部分に局所化．

=⇒ ウェーブレット展開は時間周波数解析の道具．

4. フィルタ

• 線形で時間不変な線形作用素 L をフィルタ（filter）．
∀T, g(x) = L[f(x)] =⇒ g(x− T ) = L[f(x− T )]

Z 上の数列 x = {xn}n∈Z を変換する離散フィルタを扱う．

• 数列 h = {hn}n∈Z があって，合成積 (h ∗ x)n :=
∑
k∈Z hn−kxk で定義される

H : {xn}n∈Z 7→ (h ∗ x)n
をデジタルフィルタ（digital filter）．
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• 作用素 S : {xn}n∈Z 7→ {xn−1}n∈Z をシフト作用素

(h ∗ x)n = (x ∗ h)n =
∑
k∈Z

hkxn−k =
∑
k∈Z

hkS
kxn

=⇒ H =
∑
k∈Z

hkS
k

• 関数 f(x) に対するシフト作用素 S の作用を

Sf(x) = f(x− 1)

で定義

Hf =
∑
k∈Z

hk f(x− k)

. ウェーブレット展開はデジタルフィルタと思える．

• 簡単のため，f ∈ V1 とする．V1 = V0 ⊕W0.
. f の V0 への正射影 πV0f は，hf = {(hf )n := (f, ϕ0n)}n∈Z ∈ `2(Z) に対し，

πV0f(x) =
∑
k∈Z

(hf )k ϕ(x− k) =
∑
k∈Z

(hf )k Skϕ(x)

. f の W0 への正射影 πW0f は，gf = {(gf )n := (f, ψ0n)}n∈Z ∈ `2(Z) に対し，

πW0f(x) =
∑
k∈Z

(gf )k ψ(x− k) =
∑
k∈Z

(gf )k Skψ(x)

=⇒ V0 への正射影 πV0f とは，デジタルフィルタ hf ∈ `2(Z) のスケーリング関数 ϕ(x)
への作用

m0(f)(ξ) :=
∑
k∈Z

(hf )k e−ikξ,

m1(f)(ξ) :=
∑
k∈Z

(gf )k e−ikξ

とおくと，正射影の式のフーリエ変換は

F [πV0f ](ξ) = m0(f)(ξ)ϕ̂(ξ),

F [πW0f ](ξ) = m1(f)(ξ)ψ̂(ξ).

• ϕ,ψ ∈ V1 を V1 の正規直交基底 {ϕ1k}k∈Z で展開し，フーリエ変換すると
ϕ̂(ξ) = m0(ξ/2)ϕ̂(ξ/2),

ψ̂(ξ) = m1(ξ/2)ϕ̂(ξ/2).
である．したがって

F [πV0f ](ξ) = m0(f)(ξ)m0(ξ/2)ϕ̂(ξ/2),

F [πW0f ](ξ) = m1(f)(ξ)m1(ξ/2)ϕ̂(ξ/2).

• V0 への正射影と W0 への正射影の効果は，
m0(ξ/2)ϕ̂(ξ/2) と m1(ξ/2)ϕ̂(ξ/2) を調べればよい．
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Figure 7. Meyer のスケーリング関数とウェーブレット関数のフーリエ像

. m0 は低周波部分を切り落すのでローパスフィルタ．

. m1 は高周波部分を切り落すのでハイパスフィルタ．

5. 高速ウェーブレット変換アルゴリズム

• このアルゴリズムが高速である理由： 初めに f ∈ Vj0 を仮定し，さらにウェーブレット
展開係数 (f, ϕj0k) を計算せずに，関数 f の標本値で近似するため．

. j が大きいとき，2jϕ(2jx) ≈ δ(x)

. 積分 2j/2(f, ϕj,k) の値を f(k∆) で近似してよい．
• 整数 j, k ∈ Z に対し，

Sj,k := 2j/2(f, ϕjk), Dj,k := 2j/2(f, ψjk)

• {Sj,k}k∈Z と {Dj,k}k∈Z は，{Sj+1,k}k∈Z から

Sj,k =
∑

n∈Z
hn−2k Sj+1,n,

Dj,k =
∑

n∈Z
gn−2k Sj+1,n

により計算できる．
• {Sj+1,k}k∈Z は，{Sj,k}k∈Z と {Dj,k}k∈Z から

Sj+1,k = 2
∑

n∈Z
hk−2n Sj,n + 2

∑
n∈Z

gk−2nDj,n

により計算できる．

. {Sj,k}k∈Z と {Dj,k}k∈Z のデータ数は，それぞれ {Sj+1,k}k∈Z のデータ数のほぼ半
分．
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S
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A
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~1000 samples

Figure 8. 近似と詳細およびそれぞれの係数

• 具体的な信号 f(x) の処理手順：
(1) ∆ ≈ 2−j0 が成り立つように，適当に j0 をとる．
(2) f(k∆) = 2j0/2(f, ϕj0,k) = Sj0,k とおく．
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(3) スケール j < j0 の離散データ {Sj,k}k∈Z と {Dj,k}k∈Z を計算．
(4) なんらかのデータ操作を行う．たとえば，Dj,k = 0 として詳細部分を捨てる．得られ

る離散データを {S̃j,k}k∈Z と {D̃j,k}k∈Z とする．
(5) スケール j < j0 の離散データ {S̃j,k}k∈Z と {D̃j,k}k∈Z からスケール j0 の離散デー

タ S̃j0,k を求める．

(6) f̃(k∆) = S̃j0,k とおく．必要なら補間して f̃(x) を得る．あるいは，スケーリング関数
を使って，

f̃(x) =
∑
k∈Z

2−j0/2S̃j0,k ϕj0,k

と構成することもできる．
. f̃(x) は f(x) になんらかのデータ操作を行って得られる信号である．
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S1000
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Figure 9. 多重レベルの分解と再構成
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