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1 Introduction

Wavelets have proven to be useful decomposition tools in a wide variety of

applications throughout mathematics, science, and engineering. For example, the

still-image compression standard known as JPEG2000 includes a wavelet option

and the next video compression standard, MPEG-4, will be entirely wavelet based.

Hyperfunctions, which were introduced by Sato and extensively developed by

the Kyoto school of mathematics, can be considered to be sums of boundary values

of holomorphic functions defined in infinitesimal wedges. Microlocal analysis plays

an important role in the theory of hyperfunctions, partial differential operators,

and many other areas. In this theory, one can define the product of distributions

and discuss the partial regularity of multidimensional distributions with respect

to any independent variable.

In this paper, we discuss some particular wavelet frame constructions and related

multiresolution analyses which are suited for microlocal filtering taken from [1] and

[2]. We also give some numerical experiments. Another statement from [6] asserts

that the orthonormal wavelet basis constructed by [3] is a “stepwise” unconditional

basis in Lp(�n), 1 < p <∞, which corresponds to the Lp(�1) convergence of the

classical sampling theorem discussed in [10].

2 フレーム
ここではフレームについて概観する．詳しくは [8], [12], [13] を見よ．もともと

フレームの理論は Duffin と Schaeffer [9] により，帯域制限信号の不規則サンプリ
ング {f(xn)}n∈�からもとの帯域制限信号 f を再構成するために作られた．
可分なヒルベルト空間Hの系 {φn}n∈�がHのフレームであるとは，定数 A > 0

と B > 0 があって，任意の f ∈ H に対して，

A ‖f‖2 ≤
∑
n∈�

|〈f, φn〉|2 ≤ B ‖f‖2
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が成り立つときをいう．これらの定数 A と B を フレーム定数と呼ぶ．フレーム
は，A = B であるとき隙間のないフレームであるという．フレーム {φn}n∈� に対
して，作用素 L : H �→ H を

Lf =
∑
n∈�

〈f, φn〉φn, ∀f ∈ H

で定義し，フレーム作用素と呼ぶ．このフレーム作用素 L は H 上の正値で有界
な線形作用素であり，有界な逆を持つことが示せる．

2 乗和が有限となる数列のなす空間を

�2(�) :=
{
x : ‖x‖2

�2(�) :=
∑
n∈�

|x[n]|2 < +∞
}

とおき，分解作用素 U : H �→ �2(�) を

Uf [n] = 〈f, φn〉, ∀n ∈ �

で定義する．分解作用素 U の随伴作用素 U∗ を合成作用素 と呼ぶ．したがって，
合成作用素 U∗ は

U∗x =
∑
n∈�

x[n]φn, x ∈ �2(�)

で与えられる．このとき，フレーム作用素 L は L = U∗U と分解できる．ヒルベ
ルト空間 H の系 {φ̃n}n∈� を

φ̃n = L−1φn = (U∗U)−1φn

で定義すると，この系 {φ̃n}n∈� はフレーム定数が 1/B, 1/A であるフレームであ
ることがわかり，{φn}n∈� の双対フレームと呼ばれる．このとき，

f = L−1(Lf) = L−1
(∑

n∈�
〈f, φn〉φn

)
=

∑
n∈�

〈f, φn〉L−1φn =
∑
n∈�

〈f, φn〉 φ̃n

を得る．また，L−1 が自己共役作用素であることに注意すると，

f = L(L−1f) =
∑
n∈�

〈(L−1f), φn〉φn =
∑
n∈�

〈f, L−1φn〉φn =
∑
n∈�

〈f, φ̃n〉φn

を得る．
隙間のないフレームの場合，すなわち A = B の場合は，

φ̃n = A−1 φn

となるから，

f = Ũ−1Uf =
1

A

∑
n∈�

〈f, φn〉φn

を得る．この場合，φn を φn/
√
A で置き換えれば，一般性を失うことなく A = 1

と仮定できる．特に，フレーム定数が A = 1 である隙間のないフレームをパーセ
ヴァルフレームと呼ぶこともある．
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3 隙間のないウェーブレットフレーム
関数 f ∈ L2(�n) に対して，平行移動とスケーリングされた関数 fjk を

fjk(x) = 2nj/2f(2jx− k), j ∈ �, k ∈ �
n (1)

で定義する．� を有限の添字集合とする．
系 {ψ�

jk}�∈�,j∈�,k∈�n ⊂ L2(�n) が正規直交ウェーブレット基底であるとは，系
{ψ�

jk} が L2(�n) の正規直交基底であるときをいい，系 {ψ�
jk} がフレーム定数 A

を持つ隙間のないウェーブレットフレームであるとは，系 {ψ�
jk} が

f =
1

A

∑
�∈�, j∈�, k∈�n

〈f, ψ�
jk〉ψ�

jk, ∀f ∈ L2(�n) (2)

を満たすときをいう．この定義は前に述べた隙間のないフレームの定義と同値
である．系 {ψ�

jk} が正規直交ウェーブレット基底であることと，系 {ψ�
jk} が，

‖ψ�‖L2(�n) = 1, � ∈ � を満たすパーセヴァルウェーブレットフレームであるこ
ととは同値である．
次の定理は本質的には [11] で一般の �n の場合に述べられ，証明された Theo-

rem 1 であり，�n の場合にパーセヴァルウェーブレットフレームであるための必
要十分条件を与える．

定理 1 関数 ψ� ∈ L2(�n), � ∈ � を考える．このとき，任意の f ∈ L2(�n) に対
して，

‖f‖2
L2(�n) =

∑
�∈�, j∈�, k∈�n

∣∣〈f, ψ�
j,k〉

∣∣2 (3)

が成り立つことと，関数の集合 {ψ�}�∈� が次の 2 つの条件∑
�∈�, j∈�

∣∣∣ψ̂�(2jξ)
∣∣∣2 = 1, a.e. ξ ∈ �

n , (4)

∑
�∈�, j∈�+

ψ̂�(2jξ) ψ̂�(2j(ξ + 2πq)) = 0, a.e. ξ ∈ �
n , ∀q ∈ �

n\(2�)n (5)

を満たすことは同値である．ここで，�+ := � ∪ {0} であり，q ∈ �n\(2�)n は少
なくとも 1 つの成分 qj が奇数であることを意味する．

系 1 定理 1 の仮定の下で，任意の関数 f ∈ L2(�n) はパーセヴァルウェーブレッ
トフレーム展開

f =
∑

�∈�, j∈�, k∈�n

〈f, ψ�
jk〉ψ�

jk (6)

を持つ．
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フーリエ空間におけるウェーブレットフレームの局在性から，f̂(ξ) のある方向
に関する増大度をフレーム係数

〈f, ψ�
jk〉 = (2π)−n〈f̂ , ψ̂�

jk〉 (7)

から調べることができる．ここで，関数 f のフーリエ変換と関数 g の逆フーリエ
変換を

F [f ](ξ) = f̂(ξ) :=

∫
�n

e−ixξ f(x) dx, F−1[g](x) := (2π)−n

∫
�n

eixξ g(ξ) dξ

で定義する．さらに，x 空間におけるウェーブレットフレームの局在性から，フ
レーム係数 (7) で �, j, k を動かすことにより関数 f(x) の特異台の位置に関する
情報を得ることができる．

4 フレーム多重解像度解析
フレーム多重解像度解析は Benedetto と Li [7] によって導入された．L2(�n) の

閉部分空間の列 {Vj}j∈�が多重解像度解析であるとは，次の条件を満たすときを
いう．

(i) Vj ⊂ Vj+1, ∀j ∈ �;

(iii)
⋂
j∈�

Vj = {0};
(ii) f(·) ∈ Vj ⇐⇒ f(2·) ∈ Vj+1, ∀j ∈ �;

(iv)
⋃
j∈�

Vj = L2(�n);

(v) ある関数 φ ∈ V0 があって，{φ(· − k)}k∈�n は V0 の正規直交基底である．

条件 (v) に現れる関数 φ ∈ L2(�n) をスケーリング関数と呼ぶ．L2(�n) の閉部分
空間の列 {Vj}j∈�がフレーム多重解像度解析であるとは，条件 (i), (ii), (iii), (iv)

そして次の (v-1) を満たすときをいう．

(v-1) ある関数 φ ∈ V0 があって，{φ(· − k)}k∈�n は V0 のフレームである．

条件 (v-1) に現れる関数 φ ∈ L2(�n) をフレームスケーリング関数と呼ぶ．
D を有限添字集合とする．L2(�n) の閉部分空間の列 {Vj}j∈�がマルチウェーブ

レット多重解像度解析であるとは，条件 (i), (ii), (iii), (iv) そして次の (v-2) を満
たすときをいう．

(v-2) ある関数の系 {φδ}δ∈D ⊂ V0 があって，{φδ(· − k)}δ∈D, k∈�n は V0 の正規直
交基底である．

条件 (v-2) に現れる関数 {φδ}δ∈D をマルチスケーリング関数と呼ぶ．L2(�n) の閉
部分空間の列 {Vj}j∈�がマルチウェーブレットフレーム多重解像度解析であると
は，条件 (i), (ii), (iii), (iv) そして次の (v-3) を満たすときをいう．

(v-3) ある関数の系 {φδ}δ∈D ⊂ V0 があって，{φδ(· − k)}δ∈D, k∈�n は V0 のフレー
ムである．

条件 (v-3) に現れる関数 {φδ}δ∈D をフレームマルチスケーリング関数と呼ぶ．
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5 多次元正規直交超局所フィルタリング
次の記号法を使う．

• η = (η1, . . . , ηn) ∈ H := {±1}n.

• ε = (ε1, . . . , εn) ∈ E := {0, 1}n \ {0}, j ∈ �+.

• Qη :=
∏n

k=1 [0, ηk], ε.∗η := (ε1η1, . . . , εnηn).

• Qj,ε,η :=
{∏n

k=1 [ηk(�k − 1), ηk�k] + 2j(ε.∗η) : 1 ≤ �k ≤ 2j , �k ∈ �
}
.

• �
E×H
+ とは E ×H から �+ への写像全体のなす集合.

定理 2 j ∈ �+, ε ∈ E, η ∈ H を固定する．立方体 Q ∈ Qj,ε,η に対して，ψQ を

ψ̂Q = χ2πQ

で定義する．ここで，χ2πQ は立方体 2πQ の特性関数とする．また，ρ ∈ �
E×H
+ に

対して，
Qρ :=

⋃
(ε,η)∈E×H

Qρ(ε,η),ε,η

とおく．このとき，Ψ := {ψQ}Q∈Qρ
は正規直交ウェーブレットである．

特に，ρ(ε, η) が定数の場合は，Ψ はマルチウェーブレットである．関数 φη を

φ̂η := χ2πQη

で定義すると，{φη}η∈H はこれらのマルチウェーブレットのマルチスケーリング
関数である．

図 1 に定理 2 によって構成される 2 次元のマルチウェーブレットのフーリエ空
間におけるタイリングを示す．図 1 の左図は 12 個のマルチウェーブレットに対応
し，フーリエ空間でさらに細かい解像度を得るために，あるマルチウェーブレッ
トを別の細かい解像度にウェーブレットに取り替えることができることを示して
いる．図 1 の右図では 27 個のウェーブレットになっている．このように，良い解
像度を得るにはウェーブレットの数を増やさなければならないのである．

6 空間 Lp(�n) におけるサンプリング定理と無条件収束
バナッハ空間 X の級数

∑
n∈� xn が無条件収束するとは，� 上の任意の置換 σ

に対して，級数
∑

n∈� xσ(n) が収束するときをいう．このとき，級数
∑

n∈� xn の
極限がだたひとつに決まることが示せる．

定理 3 正数 p, 1 < p <∞ に対して，f ∈ Lp(�n) とする．
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図 1: 2 次元のウェーブレットのフーリエ空間におけるタイリング

(1) 任意の Q ∈ Qρ と任意の j ∈ � に対して，級数∑
k∈�n

〈f, (ψQ)j,k〉 (ψQ)j,k

は Lp(�n) ∩ L∞(�n) で無条件収束する．すなわち，Lp ノルムで収束し，か
つ �n 上で一様収束する．この級数の和を PQ

j f と表す．
(2) 級数

∑
Q∈Qρ, ,j∈�PQ

j f は f に Lp(�n) の意味で無条件収束する．

7 多次元フレーム超局所フィルタリング
基本的には定理 2 で構成した正規直交ウェーブレットを適当に滑らかに丸める

ことにより滑らかな隙間のないウェーブレットフレームできる．ここで，滑らか
な隙間のないウェーブレットフレームを構成するウェーブレット関数のフーリエ
変換の台は立方体 2πQ に含まれるようにしたいため，立方体 πQ から始める．こ
れは図 1 において，1 つだけ内側の環状の立方体のタイリングから始めることを
意味する．
関数 ϑ(t) は C∞

0 (�) 関数であって，

ϑ(t) ≥ 0, ϑ(t) = ϑ(−t),
∫
�

ϑ(t) dt = 1, ϑ(t) =

{
1, |t| ≤ 1

3
;

0, |t| ≥ 2
3

を満たすとする．このとき，α > 0 と ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ �n に対して，

ϑα(ξ) =
1

αn

n∏
j=1

ϑ
(ξj
α

)
とおくと，次の定理 4 を得る．
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定理 4 j ∈ �+, ε ∈ E, η ∈ H, α ∈ (0, 1/2) を固定する．

λQ(ξ) := (ϑα ∗ χπQ)(ξ) =

∫
�n

ϑα(ξ − ζ)χπQ(ζ) dζ, Q ∈ Qj,ε,η

とおく．ここで，χπQ は立方体 πQ の特性関数である．ρ ∈ �
E×H
+ に対して，

τρ(ξ) :=
∑

j∈�, Q∈Qρ

|λQ(2jξ)|2

とおき，Q ∈ Qρ に対して，ψQ(x) を

ψ̂Q(ξ) := τρ(ξ)
−1/2 λQ(ξ)

で定義する．このとき，Ψ := {ψQ}Q∈Qρ は隙間のないウェーブレットフレームで
ある．

定理 4 の証明には定理 1 を使う．

8 数値計算による画像の修復
本節では，上に述べた理論を行列で表現される成分が有限個である画像の修復

に適用してみる．画像には方向性を持った特異性（線分）を与えて，それを分離
することを試みる．成分が有限個の画像をフィルタリングするために，画像に縁
を付けておく．修復の手順は次のように行う．

• 修復すべき画像を A とし，そのフーリエ変換 B とする．

• B の値の絶対値が大きい方向（修復すべき画像に与えられた特異性の方向と
直交する方向となる）を決めて，その方向と台が交わるような原点から離れ
たウェーブレットのフーリエ変換（滑らかにした特性関数）を B にかけて
C を作る．

• C のウェーブレット係数は，プランシュレルの定理によって得られた式 (7)

を，すなわち，
〈f̂ , ψ̂�

jk〉 = (2π)2〈f, ψ�
jk〉

をフーリエ空間で計算し，x 空間での値に戻して系 1 のウェーブレットフ
レーム展開 (6) を使って D を作る．

• フィルタリングによって画像 D のサイズが大きくなるが，その余分な部分
を切り落として元の大きさにする．

• 適当に画像 D を定数倍したものを A から引き去り，修復した画像とする．
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図 2: 上左：ジグザグ模様，上右：左上がりの方向だけフィルタリングした画像，
下左：半分の高さのランダム雑音を付加したジグザグ模様，下右：雑音を付加し
た画像から左上がりの方向だけフィルタリングした画像

図 2 ではジグザグ模様から左上がりの方向だけフィルタリングしている．この
図では，フーリエ空間で上右部分と下左部分をフィルタリングしているが，上右
部分をフィルタリングしても，あるいは下左部分をフィルタリングしても同様の
結果を得る．これにより，x 空間の位置によらず一定の方向の線分を分離できる
ことがわかる．また，半分の高さのランダム雑音を付加しても同様の結果が得ら
れる．
このフィルタリングの性質を使って，図 3 ではジグザグ模様を引いた少年の画

像を修復している．
更に，x 空間のある位置に局在している一定の方向の線分を分離できる例を示

そう．図 4 ではキズをつけた女性の画像を修復している．この図では，フーリエ
空間で上右部分だけをフィルタリングしているが，下左部分をフィルタリングし
ても，あるいは上右部分と下左部分をフィルタリングしても同様の結果を得る．
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図 3: 左：ジグザグ模様を引いた少年の画像，右：修復後の画像

図 4: 上左：キズをつけた女性の画像，上右：フィルタリングしたフーリエ像のネ
ガ（見やすいように外枠を付けている），下左：フィルタリングしたフーリエ像の
逆変換（見やすいように外枠を付けている），下右：修復後の画像
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