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0. はじめに 

円錐曲線とは、円錐を平面で切ったときに現れる曲線で、楕円、放物線、双曲線のこと

を指す。幾何学的には、これらは、定直線、定点、離心率で決まる。円錐曲線には面白い

性質があり、その性質を利用することで、世の中を便利にすることができる。本講義では

その性質を述べ、どうやって利用するのかを紹介する。 

 

1. 離心率 

xy -平面上に、直線 l ： 1y    と 定点 F：(0, 1) を考える。今、点 ( , )x y  から l  ま

での距離と、点 ( , )x y  から F までの距離が等しいとする。点 ( , )x y  から l  までの距離

は | 1|y   であり、点 ( , )x y  から F までの距離は、 2 2( 1)x y   であるから、( , )x y  が

満たすべき式は、 

2 2 2( 1) ( 1)y x y     

であり、これを整理すると、 

21

4
y x  

となる。これは、いわゆる放物線である。 

（直線を 
1

4
y   、点を 

1
(0, )

4
にすれば、

2y x  となる。） 

今度は、点 ( , )x y  から F までの距離が、点 ( , )x y  から l  までの距離の e 倍になっ

ているような点 ( , )x y の集合を考えてみよう。 

1

2
e   とすれば、 

2 2 2 21
( ) ( 1) ( 1)
2

y x y     

であるから、これを整理すると、 

2 24 3 10 3 0x y y     
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となり、（少しマニアックではあるが）変形すると 

2 25 16
4 3( )

3 3
x y    

を得る。この曲線は、円を伸ばしたような図形になり、楕円と呼ばれる曲線である。 

1e   の場合は、上で述べた放物線である。 

次に、 2e   としてみよう。 

2 2 2 22 ( 1) ( 1)y x y     

であるから、変形していくと、 

2 25 16
3( )

3 3
x y     

を得る。これは、双曲線と呼ばれる曲線である。 

このように、直線と点を固定してeを変えていくと、0 1e   の時に楕円、 1e  の時に放

物線、 1e  の時に双曲線となる（Figure 3 参照）。元々の定直線を準線、定点を焦点、e を

離心率と呼ぶ。 

 

2. 円錐曲線の性質 

放物線には面白い性質があり、準線に垂直な方向から飛んできた粒子は、放物線に当た

って跳ね返り、焦点に集まる（Figure 4 上 参照）。この性質を利用したものの代表がパラ

ボラアンテナである。（講義で詳しく述べる） 

楕円と双曲線についてであるが、楕円も双曲線も対称的な図形だから、準線と焦点は２

つずつある。楕円の焦点は、楕円で囲む領域の中に２つあるが、１つの焦点から発射した

粒子は、楕円に当たって跳ね返り、もう１つの焦点に集まる。（Figure 4 中 参照）双曲線

の焦点の性質は言葉では書きにくいので、講義で説明する。（Figure 4 下 参照） 

 

3. 焦点からの距離の和・距離の差 

上で述べたことの他、楕円には次の性質がある。すなわち、２定点（この２つが焦点で

あるが）からの距離の和が一定の図形である。 

それに対し、双曲線は、２定点からの距離の差が一定の図形である。この性質を利用す

ることにより、航海中の船が自分の居場所を特定できる。またＧＰＳにも、この性質が利

用されている。最近流行りの、お掃除ロボットでも、これが利用されている。 

 

4. 双曲線について 

双曲線のよく知られた例は、
1

y
x

  という関数のグラフであるが、点
1

( , )x
x

と点

( 2 , 2 )との距離と、点
1

( , )x
x

と点 ( 2, 2)  との距離の差を考えてみる。点
1

( , )x
x

と点
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( 2, 2)  との距離の２乗は、 

2 2 2

2

1 1 1
( 2) ( 2) 2 2( ) 4x x x

x x x
           (*) 

であり、
1

X x
x

   とおくと、 

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1
( ) 2 2X x x x x

x x x x
         

となることに注意すれば、(*)という式は、 

2 2 21
2 2 2 ( 2) ( 2)X X X x

x
        

となる。したがって、 0x  の時は、点
1

( , )x
x

と点 ( 2, 2)  との距離は、
1

2x
x

   で

ある。同様の計算で、点
1

( , )x
x

と点 ( 2, 2)との距離は、
1

2x
x

   となることがわかる。

0x  の時は、点 ( 2, 2)  との距離の方が大きいから、距離の差は 

1 1
( 2) ( 2) 2 2x x

x x
       

となり、 0x   ならば、距離の差は 2 2 で一定であることが得られた。 0x  のときも、

根号をはずす時に注意すれば、やはり距離の差は 2 2 となる。ちなみに、 ( 2, 2)  に対

する準線は 2y x    で表わされる直線であり、離心率は 2  である。 

 

5. 双曲線の一般形 

焦点である２点を固定し、距離の差を考えていけば、色々な双曲線を得られる。（Figure 

5 参照） 双曲線の標準形は 

 

2 2

2 2
1

x y

a b
   

で表わされる。（ 2, 2a b   の時が、
1

y
x

  のグラフを時計回りに 45 度回転させた

ものである。） このとき、焦点は 
2 2( ,0)a b と

2 2( ,0)a b  、距離の差は 2a  とな

ることが、（複雑ではあるが地道な計算で）わかる。 
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6. ロランシステム 

陸上の３点Ａ，Ｂ，Ｃ地点から同時刻に信号波を出せば、航海中の船がその信号波を受

信することにより、受信した時の時間差から距離の差がわかる。それにより、A と B を焦

点とする双曲線、B と C を焦点とする双曲線、C と A を焦点とする双曲線の交わる点が、

自分の位置として把握することができる。（ロランシステムと呼ばれている） 

 

7. 問題 

Figure 6 ～11 および Figure 12 とトレース紙を使って、下の４つの場所を特定せよ。 

 

（１） （A からの距離）－（B からの距離）＝ 6 であり、 

    （A からの距離）－（C からの距離）＝ 5 である点 

 

（２） （B からの距離）－（A からの距離）＝ 3 であり、 

    （C からの距離）－（B からの距離）＝ 4 である点 

 

（３） （A からの距離）－（B からの距離）＝ 0.5 であり、 

    （B からの距離）－（C からの距離）＝ 5 である点 

 

（４） （B からの距離）－（A からの距離）＝ 3 であり、 

    （B からの距離）－（C からの距離）＝ 4 である点 
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Figure 1 

 

 

 

 

1/y x  のグラフを、直線で近似したもの 

（ ( ,0)a  と (0,4 / )a  を直線で結ぶ） 
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Figure 2 

 

 

 

 

2y x  のグラフを、直線で近似したもの 

（ ( ,0)a  と 
2(0, 4 )a  を直線で結ぶ） 
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Figure 3 

 

 

 

準線を 1y   , 焦点を (0,1)  として、離心率を変えたもの 

 

＊１： 離心率 1/4 （楕円） 

＊２： 離心率 1/2 （楕円） 

＊３： 離心率 3/4 （楕円） 

＊４： 離心率  1  （放物線） 

＊５： 離心率  2  （双曲線） 

＊６： 離心率  4  （双曲線） 
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Figure 4 焦点の性質 

 

 

 

 

 



9 

 

 

Figure 5 

 

 

 

  

(1,0), (-1, 0) を焦点とする双曲線 

（
2 2 2 2/ / 1x a y b  , 

2 2 1a b   で表わされる曲線）  

 

原点に近い方から、 

a = 1/4, b = √15/4, 焦点までの距離の差：1/2, 離心率：4, 準線：x = 1/16  

a = 1/2, b = √3/2, 焦点までの距離の差：1, 離心率：2, 準線：x = 1/4 

a = 1/√2, b = 1/√2, 焦点までの距離の差：√2, 離心率：√2, 準線：x = 1/2 

a = 7/8, b = √15/8, 焦点までの距離の差：7/4, 離心率：8/7, 準線：x = 49/64 

x

y

O

F1F2
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Figure 6 

 

 

 

 

焦点間の距離 ６ 

距離の差 ３ 
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Figure 7 

 

 

 

 

焦点間の距離 ６ 

距離の差 ４ 
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Figure 8 

 

 

 

 

焦点間の距離 ６ 

距離の差 ５ 
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Figure 9 

 

 
 

焦点間の距離 8 

距離の差 0.５ 
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Figure 10 

 

 

 

 

焦点間の距離 ８ 
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Figure 11 

 

 

 

 

焦点間の距離 ８ 
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Figure 12 

 

 

 

 

焦点間の距離 ８ 

距離の差 ６ 
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Figure 13 

 

 

 

 

 

 

A B

C


