
0. はじめに
本講義では、どうすればゲームに勝てるか、あるいは、どうすれば勝
つ確率が高いかという問題を通して、論理や数学を学習することを目的
とする。問題自体は、高校生でも理解できるものとなっている。
本講義で使う問題は、ネットなどから拾ってきたものであることを、断っ
ておく。
例えば、次の問題は有名である。

例題　生徒 2n人対先生１人で次のゲームをする。
生徒 2n人に 1番から 2n番までの番号をつけておく。教室に、1番か
ら 2n番までのそれぞれの数字が書かれた 2n枚の紙を１枚ずつ入れた 2n個
の封筒が、無作為に１列に並べられている。それぞれの人は、１人ずつ部
屋に入り、n個までの封筒をあけることができる。全員が、自分の番号の
紙が入った封筒を開けることが出来れば勝ち、１人でも失敗すれば負け
となる。生徒たちはゲームが始まる前に作戦を練ることが出来るが、その
後は会うことが出来ない。どういう作戦を立てると勝ちとなる可能性が
高いだろうか？　ただし、最初に置かれた封筒は動かさないものとする。
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1. 問題
問題 1　生徒１人対先生１人で次のゲームをする。
生徒の前に３つの箱が置かれている。そのうち１つだけが当たり箱で
ある。生徒はどれか１つの箱を選ぶのであるが、先生はどれが当たり箱
か知っていて、次のことを行う。「生徒が選んだ箱がハズレ箱ならば、先
生は、もう１つのハズレ箱を取り去る。生徒が選んだ箱が当たり箱なら
ば、先生は、２つのハズレ箱のうちランダムに１つを取り去る。」　それ
が行われた後、生徒は箱を選びなおすことも出来る。
さて、選びなおした方が得だろうか？

（注：これは、モンティ・ホール問題と呼ばれているものである。）
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問題 2　生徒３人対先生１人で次のゲームをする。
先生は３人の生徒それぞれに、赤、青、黄のいずれかの帽子をかぶせ
る。（ただし、色が重複する可能性もある。）　それぞれの生徒は、他の２
人の帽子を見ることは出来るが、自分の帽子を見ることは出来ない。３
人は紙に、赤、青、黄のいずれかの色を書き、３人同時に、その紙を先
生に見せる。３人のうち１人でも、書いた色が、その人のかぶっている
帽子の色と一致すれば３人の勝ちとする。
３人は帽子をかぶる前なら、話しあって作戦を立てることが出来る。ど
んな作戦を取ればよいか？
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問題 3　生徒１０人対先生１人で次のゲームをする。
生徒は、それぞれ別々の部屋に入れられており、他の人の動きはまった
くわからないし、他の人と話すこともできないものとする。１０人は無
作為に１人ずつ先生から別の部屋に呼ばれる。どのような順番で呼ばれ
るかわからないし、ある人は１度も呼ばれていないのに、別の人が複数
回呼ばれることもある。
呼ばれた部屋には、on と off の状態を取れるスイッチが置いてあり、
呼ばれた人はスイッチを切り替えてもいいし、何もせずに自分の部屋に
戻ってもよい。
１０人全員が別の部屋に呼ばれた後に、いずれかの人が、「全員呼ばれ
ました」と先生に宣言すれば、１０人の勝ちとなる。ただし、宣言した
時に、１人でも呼ばれていない人がいたら、負けである。
１０人はゲーム開始前に、話しあって作戦を立てることが出来る。ど
んな作戦を取ればよいか？

(1) 最初に誰が呼ばれるか、わかっている場合（最初のスイッチの状態
はわかっていない）

(2) 最初に誰が呼ばれるかはわからないが、一番最初はスイッチが off

になっていることがわかっている場合

(3) 最初に誰が呼ばれるかわからないし、スイッチがどうなっているか
もわからない場合
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問題 4　生徒１０人対先生１人で次のゲームをする。
生徒１０人が縦に並び、先生がそれぞれの人に、赤か白の帽子をラン
ダムにかぶせていく。それぞれの生徒は、自分より前の人たちの帽子の
色はわかるが、自分や、自分より後ろの人の帽子の色はわからないもの
とする。一番後ろの人から順に全員に聴こえる声で自分の帽子の色を当
てていくのであるが、１０人は帽子をかぶる前に全員で作戦を練ること
ができる。どのような作戦を取れば、自分の帽子の色を正解する人の人
数を増やすことが出来るだろうか？　また、確実に当てることができるの
は何人だろうか？　ただし、どの人も赤か白のいずれかしか言うことが
できず、声の大きさや態度などで何かを示すことは出来ないものとする。
また、帽子が赤、白、青の３色の場合はどうだろうか？
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問題 5　生徒１人対生徒１人でトランプの神経衰弱をする。
ただし、トランプは６枚（赤、黒のＡ, ２,３のみ）で行い、他は通常の
神経衰弱と同じルールである。先にめくる人が勝つ確率はいくらか？ ま
た、取れるカードの枚数の期待値は何枚か？
基本的に先手不利であるから、最初に２人ともに（例えば赤のＡの）１
枚だけを見せておく。この場合の確率や期待値はどうだろうか？
先手番の人だけに、１枚見せておくという条件の下なら、どうだろうか？
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2. 例題について
いま、n = 2の時を考える。（すなわち人が４人)　例えば、一番左の封
筒には 3 (と書かれた紙)が、左から２番目の封筒には 2 が、左から３番
目の封筒には 4 が、一番右の封筒には 1 が入っている状態を

(
1 2 3 4

3 2 4 1

)

と書くことにする。この時、並べ方は

(
1 2 3 4

1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4

1 2 4 3

)
,

(
1 2 3 4

1 3 2 4

)
,

(
1 2 3 4

1 3 4 2

)
,

(
1 2 3 4

1 4 2 3

)
,

(
1 2 3 4

1 4 3 2

)
,

(
1 2 3 4

2 1 3 4

)
,

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4

2 3 1 4

)
,

(
1 2 3 4

2 3 4 1

)
,

(
1 2 3 4

2 4 1 3

)
,

(
1 2 3 4

2 4 3 1

)
,

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
,

(
1 2 3 4

3 1 4 2

)
,

(
1 2 3 4

3 2 1 4

)
,

(
1 2 3 4

3 2 4 1

)
,

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4

3 4 2 1

)
,

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)
,

(
1 2 3 4

4 1 3 2

)
,

(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
,

(
1 2 3 4

4 2 3 1

)
,

(
1 2 3 4

4 3 1 2

)
,

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)
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の 24(= 4!)通りであり、このうちの１つが無作為に行われる。（これを置
換と呼ぶ）
例題の解答は、次の通りである。（ただし、この方法が一番勝つ可能性
が高いかどうかは不明である。）「１番の人は、まず一番左の封筒の中を
見る。そこに書かれた数字が例えば３だったら、左から３番目の封筒の中
を見る。以下n回まで繰り返す。２番の人は、左から２番目の封筒の中を
見る。後は１番の人と同じようにやる。以下、n番の人まで同様にやる。」
n = 2の時の 24通りの並べ方それぞれについて、このやり方で勝つ
かどうか検証せよ。また次の場合はどうか、やってみよ。（n = 3の場合
とn = 4の場合）(

1 2 3 4 5 6

4 3 1 6 5 2

)
,

(
1 2 3 4 5 6

2 4 5 1 3 6

)
,

(
1 2 3 4 5 6

6 4 1 5 2 3

)

(
1 2 3 4 5 6 7 8

4 3 1 6 5 7 8 2

)
,

(
1 2 3 4 5 6 7 8

2 1 5 3 4 7 8 6

)
,

3. 巡回置換
例えば、 (

1 2 3 4 5 6 7 8

2 1 5 3 4 7 8 6

)
について考えてみる。これは、1 → 2 (→ 1)というグループと、3 → 5 →
4 (→ 3)というグループ、6 → 7 → 8 (→ 6)というグループの３つに分か
れる。それぞれを巡回置換と呼ぶ。それぞれ、長さは２，３，３である
という。 (

1 2 3 4 5 6 7 8

4 3 1 6 5 7 8 2

)
は、1 → 4 → 6 → 7 → 8 → 2 → 3（長さ 7）と、5（長さ 1）の２つで
ある。

(
1 2 3 4 5 6

4 3 1 6 5 2

)
,

(
1 2 3 4 5 6

2 4 5 1 3 6

)
,

(
1 2 3 4 5 6

6 4 1 5 2 3

)
についても、やってみよ。
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2n人が勝つためには、封筒の置き方に、長さがn+ 1以上
のグループがないことが、必要十分条件となる。

4. 勝つ確率
長さが r (r ≥ n + 1)のグループがある置換の数を数えてみよう。１つ
の置換に対して、長さがn+1以上のグループは、高々１つしかないこと
に注意しておく。
長さが rのグループは、2n個から r個を選び、それの円順列になる。ま
た、残りの (2n− r)個の並べ方は任意なので結局、長さ rのグループがあ
る置換の数は、

2nCr · (r − 1)! · (2n− r)! =
(2n)!

(2n− r)! · r!
(r − 1)! · (2n− r)!

=
(2n)!

r

となり、長さがn+ 1以上のグループがある置換の数は、

(2n)!
n∑

i=1

1

n+ i

となる。置換の数は、(2n)!個であるから、負ける確率 qnは、

qn =
n∑

i=1

1

n+ i

である。

qn+1 − qn =

(
1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · · 1

2n+ 1
+

1

2n+ 2

)
−
(

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · · 1

2n− 1
+

1

2n

)
=

1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
− 1

n+ 1

>
1

2n+ 2
+

1

2n+ 2
− 1

n+ 1

= 0
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だから qnは単調増加であり、また

lim
n→∞

qn = lim
n→∞

n∑
i=1

1

n+ i

= lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

1

1 +
(
i
n

)
=

∫ 1

0

1

1 + x
dx

= loge 2

となる。対数表によると、loge 2 = 0.693146 · · · であるから、負ける確率
は 70%未満、すなわち、この方法だと、30%以上の確率でゲームに勝つ
のである。

5. 付録
loge 2などの近似について述べておく。かなり荒っぽい書き方ではある
が、数学的に間違ってはいない。
|x| < 1のとき、

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · ·

であるから、この両辺を 0からxまで積分し、

− loge(1− x) = x+
x2

2
+

x3

3
+

x4

4
+ · · ·

を得る。xの代わりに−xを考えれば

loge(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · ·

となるから、この２つの式を足し合わせると

1

2
loge

1 + x

1− x
= x+

x3

3
+

x5

5
+ · · ·

を得る。x = 1/3として代入すると、左辺は (1/2) loge 2となるから、

loge 2 = 2

(
1

3
+

1

3 · 33
+

1

5 · 35
+

1

7 · 37
+ · · ·

)
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であり、右辺の第４項までを計算すると、0.69313475 · · · となる。また、
x = 1

2n+1
を代入すると

loge
1 + x

1− x
= loge

2n+ 2

2n

= loge
n+ 1

n

= loge(n+ 1)− loge n

なので、

loge(n+ 1)− loge n = 2

(
1

2n+ 1
+

1

3(2n+ 1)3
+

1

7(2n+ 1)5
+ · · ·

)
となり、これを利用して、loge 3などの近似値も求めることができる。

ご意見、ご質問などありましたら、machi@cc.osaka-kyoiku.ac.jp まで
お願いします。また、いい問題があったら教えて下さい。お疲れ様でした。
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