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注：解答用紙は裏も使ってよいが, 解答の順番を右上に明記すること.

　　 Logは C \ (−∞, 0]で定義された対数関数の主値とする. つまり, r > 0,−π < θ < πに対して,

　　 Log reiθ = log r + iθ.

1. (1) 任意の z ∈ Cに対して, cosh z :=
ez + e−z

2
と定める. このとき, cosh z = 0となる複素数 zを

すべて求めよ.

(2) 多価関数として, (e
π
2 i)iがとりうる値をすべて求めよ.

(3) 任意の z ∈ Cに対して, f(z) = sin2 zと定める. このとき, f は C上有界であるかどうか判定せ
よ.

(4) 任意の x+ iy ∈ C (x, yは実数)に対して, f(x+ iy) = x+ yと定める. このとき, f はC上正則で
あるかどうか判定せよ.

2.

Log zw ̸= Log z + Log w

となる z, w ∈ C \ (−∞, 0]の例を一組挙げよ. ただし, zw ∈ C \ (−∞, 0]も満たす例にすること.

3. (1) z ∈ C \ (−∞, 0]に対して, f(z) = (z − 1)Log zと定める. f を z = 1で Taylor展開し, 求めた

べき級数の収束半径を求めよ.

(2) z ∈ C \ {0, 1}に対して, f(z) =
1

z(1− z)2
と定める. f を 0 < |z| < 1で Laurent展開せよ.

4. r > 0かつ r ̸= 1とする.　このとき, ∮
|z−1|=r

ze
1
z dz

を求めよ.

5. 留数を用いて, ∫ 2π

0

1

3 + cos θ
dθ

を求めよ.

6. 留数を用いて, ∫ ∞

−∞

1

(x2 + 4)2
dx

を求めよ.

7. {fn}∞n=1を閉区間 [0, 1]上の連続関数列とする. 任意の n ∈ Nに対して, あるMn > 0が存在して

sup
t∈[0,1]

|fn(t)| ≤ Mn かつ

∞∑
n=1

Mn < ∞

を満たすならば，次が成立することを証明せよ.

(1) 任意の t ∈ [0, 1]に対して,

∞∑
n=1

fn(t)は収束する.

(2) 閉区間 [0, 1]上の連続関数列

{
N∑

n=1

fn

}∞

N=1

は一様収束する.


