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はじめに 
 
 
大学に入ってから数学がさっぱり理解できなくなるという学生が、全国の大学で多く見ら

れている(数研連・数学教育小委員会，2004)。京都大学理学部の１回生対象に行われたアン
ケート調査では、約７割の学生が理系の授業(中でも数学系の講義)を面白くないと感じている
ことが報告されている(朝日新聞，2001)。大阪教育大学でも、教員養成課程数学専攻の学生
を対象に実施したアンケート調査から（実施年：H18､H19 回答数：４回生４８，３回生４
０，２回生３７）、２，３，４回生のうち、いずれの回生においても、約３分の２の学生が大

学の数学（純粋数学）を苦痛なものと捉えていることがわかった。 
このような現状がある中、小中学校などの現場では、PISAや TIMSS、全国学力テストの

結果などを受け、算数・数学を教える教師の専門性をますます求めていくことが、教育再生

会議「第１次報告」(H19)でも述べられている。教員養成大学として、教師の数学に対する専
門性をどのように高めていくかは、非常に重要な課題である。 
一方、大学生の数学離れや数学嫌いの現状に対するこれまでの研究は、1990年代前半から

今日にかけて様々なところで進められてきた。その研究の多くは、TA制度，参加型学習，グ
ループ学習などの導入のように、一方向に陥りがちな大学の講義方法を変えようとするもの

である中、教員養成大学の数学教育に関しては、教える‘内容’についても研究がされてい

る。黒木は、専門学部とは異なる教育学部の数学について、「教員を育てるという目的にふさ

わしい内容の講義や研究のあり方を確立する必要性」を主張している(黒木 2002)。そして、
小学校から高校にかけての算数・数学の内容を、大学の数学の視点からもう一度捉え直させ

ようとする講義の研究も行われている。しかし、大学の数学でつまずく学生がなぜこれほど

多いのか、その原因を克服するための研究は行われていない。 
そこで本研究は、大学数学の抽象度の高さに焦点をあて、大学の数学が理解できない原因と

して、‘概念の抽象度の高さ’、‘記号表現の理解の難しさ’、‘高校で扱われる内容と大学で扱われ

る内容との差’を取り上げ、記号表現の難しさの根本にある原因を明らかにし、高校数学から大

学数学への橋渡しとなる指導内容や指導方法の提案を行うことを研究の目的とした。そして、大

阪教育大学教員養成課程の数学専攻学生を対象として、３つの認識調査と、２度の教育実践を行

った。教育実践は、１，２回生の必修科目である代数学 Aおよび代数学 Bのティーチングアシス
タント(TA)として、毎時約３０分間をいただいて自作のプリントやパワーポイントによる演習を
行った。 
その結果、「具体例，図，言葉」を重視した指導によって、記号表現や抽象的な概念が理解でき

るということや、大学入学初年度におさえたい内容は、主に‘集合，写像，命題とその証明’で

あり、中でも、『文字で置かれた元の理解（元の種類や取り方の違いなど）』の指導に重点を置く

必要性があること、�や�の使い分けができないのは、「任意」の意味自体がわかっていないこと
に重大な原因があることが明らかとなった。 
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Ⅰ． 研究の目的と方法 
 

第1節 問題の所在 ― 高校数学と大学数学の差異 ― 

次に記す‘ε-δ論法’や‘群の定義’などは、わからない大学の数学の代表的なものとして
知られている。 

 
x 写像 f ： YX o が p  において連続 
⇔ 0!�H に対して、 )),((),(..0 GG ���!� xpdXxts X ならば H�))(),(( xfpfdY  
x G：群 
⇔Gは次の３つの条件を満たす演算が定義された、空でない集合である． 

G1 結合法則： Gcba �� ,,  に対し cbacba �� �� )()(  
G2 単位元の存在： GatsGG ���� ..1  に対して aaa GG  � � 11  
G3 逆元の存在： Ga�� に対して GaaaatsGa 1.. 111  � ��� ���  

 
高校までの数学は、数を扱い、すでに証明されている定理を活用しながら計算をして答えを

求めることが中心であったが、大学では定義を用いて定理や命題を証明することが中心になる。

そして、特に代数学や位相幾何学などの分野では、数字がほとんど登場せず、上に記したよう

な文字と記号の羅列が目立つ。 
大学の数学の記述に、このような文字や記号を用いる理由は、土台となる集合の抽象度が、

高校で扱う集合に比べて高くなることや、集合の元(＝要素)同士の複雑な‘関係’をより簡潔に、
より厳密に表現することなどがあげられる。 
代数学の群を例に、集合の抽象度が上がることについて説明する。群では、集合に演算を定

義し、その演算に関して集合がどのような構造を持っているかを研究する。そこで対象とする

集合は、ありとあらゆる集合に置き換えられるように、最も抽象的な集合を扱う。集合の元が

明確な集合（例：人の集合，数集合）とは異なり、元の正体が‘未知’であることが、最も抽

象的な集合の一番の特徴といえる。 

           図 1-1-1 
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代数学や幾何学などは、最も抽象的な集合のもとに理論を積み上げ、さらに、集合の元同士

の関係が複雑になることから、記述する手段として、文字や記号が頻繁に用いられる。もちろ

んその内容は抽象的であり、意味を理解するには、何かしらの具体例に置き換える必要がある。

ところがこのように抽象化が進んだ内容を、具体的にイメージし、その意味を理解することが

できない、あるいは、そもそも記号で書かれている一語一語の意味がまず読み取れない学生が

非常に多く、このことが大学の数学をわからなくする一つの重大な要因となっているのである。 
では高校では、どこまで抽象的な内容を扱っていたのだろうか。高校で扱う集合について考

察する。高校で扱う集合は、数集合が多く、大学で扱う集合のように‘元’の正体が未知のも

のは扱わない。大学に入って集合を学び、「集合は数集合だけだと思っていたけど、もっと色々

なものがあることを知った」、「数が整数などの元であるという考えを全く持っていなかった」

という学生がいるほど、高校の集合指導には問題がある。 
集合は、数学教育の現代化と言われた 1960年代には、中学校の１年生から教えられていた。
しかし H11年度改定の学習指導要領では、集合を扱っているのは高校１年生の数学 Aのみであ
る。そこでは、集合に関する一通りの言葉の定義と記号( {},,,, ���� )は扱われるが、全称記号
(� )と存在記号(� )は扱われていない。そして、実際の練習問題は実数の集合を扱ったものがほ
とんどである。また、括弧({ })を用いた集合の記述の仕方として、‘ある条件を満たすすべての
元からなる集合’を表すのに、{ x | xの満たす条件} とかく方法があるが、高校で扱われている
のはせいぜい、{ x | xは 2の倍数} や、{ x |1≦ x≦10, xは整数} など、条件の記述が数の範囲
で具体的にイメージできるものばかりである。それに対し、大学では }|)({ Aaaf �  のように、
条件自体が抽象的でイメージしにくく、学生が理解しにくい表現のひとつとなっている。 
集合と他の内容との関連では、例えば不等式や関数では、集合を意識した指導がなされるべ

きであるが、教科書では‘条件をみたす xの範囲’と記述し、‘条件をみたす xの値全体からな
る集合’というような捉え方をさせていない。センター入試でも集合に関する問題がないため

に、高校における集合は、他との繋がりがなくその場限りの指導に陥りがちである。 
  よって、高校における集合指導の問題点は次の点にまとめることができる。 
 

・ 実際に扱う集合は数集合がほとんどであり、抽象度が低い。 
・ 数集合なので、集合の元に着目しなくても、計算によって答えを求められる問題ば

かりになっている。 
・ 他の内容においても、集合を意識した指導がなされていない。 

 
  高校で指導される集合に対し、大学で扱う集合の特徴は、主に次の２点である。 
 

・ 最も抽象的な（一般性をもった）集合を考える。抽象度が高い。 
・ 集合をベン図のようにかたまりで扱うのではなく、集合の‘元’に着目する。 

 
従って、大学入学初年度において、少なくとも高校と大学で扱われる集合の差を埋める指導

が必要である。また、大学の数学の内容は、高校の数学に比べて抽象度が高く、具体化が困難

であることを、もっと意識して指導する必要がある。 
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第2節 研究の目的と方法 

 

１．研究の目的 
   前節で述べた、大学生が大学の数学を理解できない原因は、次の３つにまとめること

ができる。 
１．高校で扱われている内容と、大学で扱われる内容との差 
２．記号で表される内容がよめないこと 

      （一語一語、一文一文のレベルで） 
      ３．概念の抽象度が高く、具体的にイメージできないこと 
 

そこで、上記の課題を克服するために、以下の内容を、研究の目的とした。 
 
 
 
 

 
 
２．研究の方法  
 
※ 調査および教育実践の対象学生は、大阪教育大学 小学校および中学校教員養成課程の数学
専攻学生である。 

 
(1) 認識調査 
① 「集合，写像，命題の否定，証明」に関する内容と、それらに用いられる記号表現の理

解について 
実施年月： H19年 10月 
対  象： ２回生(H18年度入学)－３７名   ３回生(H17年度入学)－４３名 

② 高校で扱われている「集合と論理」の内容の理解について 
実施年月： H19年 10月 
対  象： １回生(H19年度入学)－６０名，その他の学科・回生－１５名 

③ 集合の任意の元を文字で置くことや、文字で置かれた元の意味について 
      実施年月： H20年 6月 

対  象： １回生(H20年度入学)－５１名   ２回生(H19年度入学)－５０名 
 

(2) 教育実践 
教育実践は、１回生後期開講の代数学 Aおよび２回生前期開講の代数学 Bにおいて、ティ
ーチングアシスタントとして講義のはじめの３０分間に演習の時間をいただき実践を行った。 
 

・ 大学入学初年度におさえたい内容を明らかにすること 
・ 抽象的な概念や、記号表現の理解に関して、「具体例，図，言葉」を重視した

指導の有効性を検証すること 
・ 記号表現の難しさの根本原因を明らかにすること 
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・ 第一次教育実践 ― 具体例・図・言葉 ― 
期  間：H19年度 後期，H20年度 前期 
対  象：H19年度入学の数学専攻学生 (５０名) 
講義内容：集合論（集合，写像，命題の否定，同値関係，順序関係） 

群（演算，群の定義，部分群，剰余類，正規部分群と剰余類，同型と準同型 
準同型定理と同型定理） 

第一次教育実践では、認識調査①，②から大学入学初年度におさえたい内容を明らかにし、

代数学 Aでは、講義の内容と進度に合わせて、命題の否定と、難しい記号表現の理解の促進、
抽象的な概念の具体例を提示することを中心に行った。続く代数学 Bでは、具体例の提示な
どに加えて、証明の理解を重視した指導を行った。 

 
・ 第二次教育実践 ― 元の抽象化と具体化 ― 
期  間：H20年度 後期 
対  象：H20年度入学の数学専攻学生 (５３名) 
講義内容：集合論（集合，写像，命題の否定，同値関係，順序関係） 

群（演算，群の定義） 
第二次教育実践では、認識調査③の結果をもとに、第一次教育実践の、「具体例，図，言葉」

に加えて、‘元の抽象化と具体化’に焦点をあてて指導した。さらに、図と言葉による表現を、

第一次教育実践時に比べ、より重視するようにした。 
 
‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 
 
教育実践は、１回生後期開講の代数学 Aおよび２回生前期開講の代数学 Bにおいて、ティー
チングアシスタントとして演習の時間をいただき行っている。 
そこで、大阪教育大学教員養成課程の数学専攻学生１，２回生を対象に開講されている、代

数学の講義についてまず説明しておく。大阪教育大学教員養成課程の数学専攻学生は、中学校

課程の学生と、小学校課程の学生に分かれており、必修科目か選択科目かが一部異なっている。 
 

開講時期 科目名 内容 中学校課程 小学校課程 
H18以前 H19以降 

１回生後期 代数学 A 
群の導入(対称群) 集合論，群 

必修 必修 

２回生前期 代数学 B 群 必修 必修 
２回生後期 代数学演習 環 必修 選択 

 
代数学 Aの内容であるが、H18年度までは、群の中でも、特に対称群を中心に内容が構成さ
れていた。対称群は、色々なことを調べる際に計算を行う必要があるため、H18年度以前の代
数学 Aはどちらかというと計算中心の側面があったが、代数学 Bは、理論を中心に群論が展開
されるという違いがあった。理論を中心にすることで、証明に書かれている内容や等号には、
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その全てに理由があること、またその理由を自分で考えることの面白さ、数学がいかに論理的

な学問かなどを知ることができる代数学Bであったが、群論の表記は一般に記号が多いことや、
高校で扱われている集合との差を埋める数学の講義がなかったことから、多くの学生が内容を

理解する前につまずき、あきらめてしまう状況があった。 
しかし H19年度からの代数学 Aは、集合論（集合，写像，同値関係，順序関係）を扱ったの
ち、群の定義に入るという内容に変わった。そこで、学生がつまずく記号表現の理解を中心に、

ティーチングアシスタントとして演習を行うことを承諾していただき、上記の教育実践に至っ

たのである。 
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Ⅱ． 数学における抽象的表現 
 

第1節 抽象的表現とは 

１． 抽象化と具体化および一般化の意味 

数学における‘抽象化’を説明するために、抽象代数学誕生の歴史を振り返る。１９世紀

前半までの代数学は、「整数の性質」を研究することと、「代数方程式の解法」発見すること

が主要な研究テーマであった（岩永,2002,p1）。４次以下の代数方程式については、その解法
が１６～１７世紀には発見されていたが、５次以上の代数方程式の解法は、その後約２００

年間にわたって未解決問題であった。1826年にアーベル（Abel,1802-29）によって、この問
題は否定的に解決され、その後、ガロア（Galois,1811-32）が解の間の置換群を利用して代
数方程式の理論を完成した。ガロアの理論に登場していたこの置換群のアイデアが、後に「群」

と呼ばれるようになり、２０世紀以後の代数学の研究対象を大きくかえ、抽象代数学が誕生

したのである。また、このガロアの理論は、代数方程式の解法問題が、一見全く関係のない

群論の問題に帰着されるという意味で非常に重要であった。 

 

ガロアが用いた置換群は、集合の元は‘置換’であり、演算は‘置換の合成’であったが、

集合の元や演算が具体的にどのようなものであるかは無視して、置換群に成り立つ構造のみ

を抜き出すことで、抽象群へと引き上げられた。 

このように、数学における抽象化は、抽象化によって何か全く別のものが創り出されるわ

けではなく、もとと同じ結果を（あるいはその一部を）、もっと弱い、すなわちより「抽象的

な」仮定のもとで得ることを眼目としているといえる(S.マックレーン,1992,p51)。 
次に、広辞苑からその意味を調べてみる。広辞苑には、‘抽象化’という言葉はなく、‘抽

象’という言葉の意味が次のように述べられている。 

     

 例えば、赤い車，赤いリンゴ，赤いトマト，赤い鉛筆のよう

に、赤いものばかりの集まりがあると、私たちはまず、‘赤い’

という側面に着目するだろう(図 2-1-1)。 
 しかし本来、リンゴひとつをとってみても、名前，色，形，

重さ，味，栄養素，産地…など、様々な性質をもっている(図 2-1-2)。
それにもかかわらず私たちは今、リンゴの‘色’という側面だ

けに着目し、他の性質は見ないことにしている。これが抽象で

ある(図 2-1-3)。 
   抽象群への引き上げの際にも、集合の元や演算が具体的に何であるかは見ないで、置換群

抽象（広辞苑より） 

 事物または表象の或る側面・性質を抜き出して把握する心的作用。その際おの

ずから他の側面・性質を排除する作用が伴うが、これを捨象という。一般概念は、

多数の事物・表象間の共通の側面・性質を抽象して構成される。 

図 2-1-1 
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の持つ構造のみを抜き出した。したがって、必要となる性質のみに着目し、それを抜き出し

て把握するという意味では、‘抽象’も‘抽象化’も同じであるといえる。しかし、先にあげ

たリンゴの例のように、‘抽象’して得られる結果は必ずしももとの対象と本質的に同じであ

るとはいえない。その点が、数学における‘抽象化’との違いであるといえるだろう。 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

従って、数学の例を挙げれば、‘２’という数字を用いて‘ふたつある対象’を表現する

過程は抽象化である。また逆に、‘２’という数から、‘ふたつあるもの’を具体的にイメー

ジしたり、列挙したりすることは、具体化である。(図 2-1-4) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

そして、抽象化が幾度も繰り返さることで、抽象度が高くなる。集合を例にあげると、実

数の集合やベクトルの集合などは、集合の元がすでに何かを抽象化したものであるがゆえに、

人の集合や果物の集合など、現実世界の具体物からなる集合に比べて抽象度が高い。しかし、

どの集合にも成り立つ諸性質を考える際には、集合の元が具体的に何であるかは無視し、最

も抽象的な集合を扱う。この立場から見れば、実数の集合やベクトルの集合は、集合の具体

例として取り上げられることになる。このように、何かを抽象化してできたものが、またひ

とつの具体となって、別の観点から抽象化されていく。このような過程を繰り返しながら抽

象度が高くなっていくと考えられるのである。（図 2-1-5） 
 

 

 

図 2-1-2 図 2-1-3 

図 2-1-4 
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次に、一般化の意味を明らかにしておく。一般化と抽象化は、互いに密接に関連し合って

いるが、その意味ははっきりと区別される。抽象化は、それまでの例の中のある中心的側面

に着目し、それを当面の目的に関係のない他の側面から抜き出そうとするのに対し、一般化

は、今までにあるすべての例を、その主要な性質を失わない形で何らかの共通の観点の下に

一つにまとめることを目的としている(S.マックレーン,1992,p568)。 

 

   例えば、「ぞう２頭とぞう３頭を合わせるとぞうは５頭になる」、「アリ２匹とアリ３匹を合

わせるとアリは５匹になる」という個々の事例から、その対象がぞうか、アリかは見ないこ

とにして(捨象)、「２つあるものと、３つあるものを合わせると５つになる」という一般的な
法則をつくることが、一般化である。(図 2-1-6) 

   つまり、一般化の過程の中に、抽象化が含まれ

ていることになる。広辞苑の抽象の意味に、「一般

概念は、多数の事物・表象間の共通の側面・性質

を抽象して構成される。」とあるのは、そのような

意味である。 

また、言葉で表現するのに対し、「２＋３＝５」

と表現するのは、記号や文字による一般化である

と考えることができる。 
 

      

 
 
 
 
 

一般化（広辞苑より） 

 特殊的なものを捨て、共通のものを残すことによって一般的なもの（概念・法則）

を作ること。普遍化。概括。 

図 2-1-7 

図 2-1-5 

大学で扱う集合 

高校で扱う集合 

図 2-1-6 
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２． 抽象的表現とは 

代数学や幾何学のような数学を理解するのが困難な理由の中で、概念の抽象度が高い

こと、またそれゆえに、その内容は記号を用いて表現されていることをⅠ章で述べた。(図
2-1-8) 
すなわち、そのような数学を理解するためには、まず、一語一語、一文一文の単位で、

記号が表している意味を理解し、そして、それらが組み合わさり表現されている数学の

内容(例えば定義，定理)を、抽象度の低い具体に置き換えて把握する必要があると考える。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

そこでまず、抽象的な内容を表現しているコトバの壁、すなわち「記号による表現」

を克服するために、「図による表現」と「言葉による表現」の指導を重視しようと考えた。

（実際に、記号表現を、言葉や図を用いて表現し直せる学生ほど、自ら記号を用いて表

現する力があることは、有意差検定で結果が出ている。） 
つまり、本研究において、抽象的表現とは、抽象的な内容を表現する手段の中で、数

学と関係する３つの表現「図による表現」「言葉による表現」「記号による表現」を意味

する。 
 

  ＜抽象的表現＞ 
  ① 図による表現 
             
 

② 言葉による表現 

（ア） どんな定義域の元についても、異なる元同士をｆで移した行き先は異なる。 

（イ） 異なる元同士だが、ｆで移すと行き先が同じになるような元がある。 

図 2-1-9 

（ア） （イ） （ウ） 

図 2-1-8 

記号 

抽象的な内容・概念 

記号の意味がわからない！ 

具体的にイメージできない！ 



 

 
- 10 - 

（ウ） ｆで移すと B’に入るような定義域の元 全体からなる集合 
  ③ 記号による表現 

（ア） Ayx �� , に対し、 yx z ならば )()( yfxf z  
（イ） Ayx �� ,  s.t. yx z  かつ )()( yfxf   
（ウ） � � }')(|{'1 BxfAxBf �� �  

   Ⅲ章の第一次教育実践は、抽象的な大学数学の内容を理解するために、まず、抽象的表現

の理解を通して記号の壁を超えられるのではないか、また、抽象的な概念は抽象度の低い具

体例に置き換えて理解することが有効なのではないか、という仮説のもと行ったものである。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
３． 大学生に抽象的表現を指導する意義 

   教員養成大学の学生に抽象的表現を指導する意義は、抽象的表現を用いる大学数学の内容

の理解につながり、数学の専門性の向上に貢献することがあげられる。だが、数学の専門性

の向上のためなら、何も抽象的表現の理解が難しい数学でなくてもいいと思われるかもしれ

ない。そこで、本研究は、群に入る前に指導するべき教育内容や方法の研究を中心に行って

いることから、特に、代数学を学ぶ意義を考える。 

  本大学で学ぶ代数学は、小学校課程の学生は群まで、中学校課程の学生は群・環・体まで

が必修の内容となっている。代数学の群・環・体は数の世界と密接に関わっている。それを

学ぶことで、高校までに扱ってきた数の世界を、演算や構造に着目して捉え直すことができ

る。また、代数学は、定義や定理を一から積み上げ、それらのみを基にして、新たな定理を

生み出していくことを中心に進められる。定理の証明を理解するには、ひとつひとつの等号

(=)が成り立つ理由や、証明に組み込まれている論理の構造をしっかり理解する必要がある。
それらを全て理解できたときには、数学の面白さや美しさまでをも知ることができるのであ

る。 
  代数学 A(集合，写像，同値関係，順序関係，群の定義)を受講した学生の、次の感想からも、
教員になる学生が代数学を学ぶ意義をよみとることができる。 

 
＜H19年度入学 代数学 A受講後の学生の感想より＞ 
・ 普段何気なくやっている演算も、定義をしておかなければ使い物にならないということに気

    記号 

抽象的な内容 

具体例 
具体化 

図 言葉 
抽象的表現 

図 2-1-10 
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づきました。応用をやっているように見えて、実は今まで見ていなかった基礎の部分をやっ

ているんだと思いました。 
・ 高校までは数学というのは、文字は出てくるものの、それも数字の置き換えであって、数と

いう枠内のものだと思っていました。しかし、群のところで、簡潔にするために数字や文字

を使っているだけで、数学というのはすべてのものを含めているのだと思った。 
 ・ 今まで当たり前だと思っていた事や、何も説明せずに使っていた式の変形や計算を、当たり

前として使ってはいけないのが、ややこしいけど奥が深いと思った。 
・ より抽象的になっていて、今まで f(x)とか何気なく使っていたが、写像とか色々な意味があ
ることを知った。当たり前のことを証明するのがこんなに難しいとは思わなかった。 

 ・ 高校までは数を計算するというイメージだったが、代数学は文章による表現も多く、ただ公

式を覚えて解くだけが数学じゃないんだと思いました。 
 ・ 世界が広がった感じがします。なんか飛び出したみたいな。(図 2-1-11) 

          
以上述べてきたように、教員養成大学で代数学を学ぶことは、その知識が算数・数学を子

どもたちに教える際の支えになるだけでなく、論理の力を鍛えたり、高校までには知らなか

った新たな数学の世界を知ったりする上でも、非常に有効な役割を果たしているのである。 
 

第2節 記号表現について 

 
前節で定義した抽象的表現の中でも、‘③ 記号による表現’を理解するのは最も困難である。
言葉を用いても記述できるならなぜ、理解が難しい記号を用いる必要があるのか。本節では記

号表現の有用性と問題点、また記号表現を指導する際に考慮するべき点について述べる。 
 

１． 記号表現の有用性と問題点 

数学は、抽象化、あるいは一般化の過程を通して発展してきた学問である。そして、‘数学

記号’は、抽象化、あるいは一般化された概念を記述する手段として発展してきた。最初は、

単なるメモのためなどに使われていたと考えられる記号であるが、その内容が豊かになるに

つれ、数学記号はそれ自体で体系をもったひとつの存在となり、数学を他の学問から区別す

るひとつの特色にまでなった（『数学と日本語』P154~156）。そのような数学記号の有用性は、
主に次の５点にまとめることができる。 

 

図 2-1-11 
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（1） 簡潔性 
（2） 厳密性 
（3） 思考を助ける 
（4） 一般化と一般考察を可能にする 
（5） 新たな数学概念の形成，新たな数学の問題の誕生に寄与する 

それぞれについて、例をあげておこう。 
 

(1) 簡潔性 
例えば、大阪教育大学教員養成課程小学校理数生活数学専攻１回生の集合を考えよう。 

「畑中さんは、大阪教育大学教員養成課程小学校理数生活数学専攻１回生であり、中原さ

んは、大阪教育大学教員養成課程小学校理数生活数学専攻１回生でない。時本さんは大阪

教育大学教員養成課程小学校理数生活数学専攻１回生で、辻本さんは大阪教育大学教員養

成課程小学校理数生活数学専攻１回生でない。」ということを、このままの文章で記述する

のは大変である。そこで、大阪教育大学教員養成課程小学校理数生活数学専攻１回生の集

合を Aとし、集合の要素であることを‘�’、要素でないことを‘�’で表すとすると、上
の内容は、「畑中�A，中原�A，時本�A，辻本�A」というように、非常に簡潔に表すこ
とができる。 
 

(2) 厳密性 
言葉のみによる表現には、ときに曖昧さが残る。合成写像の次の定義の証明を考えよう。 
 

     
 
この証明を言葉で述べると、次のような内容になる。 

「Cから任意に元をひとつとるとする。 gf は全射であるから、Aに gf で移すとその Cの
元になるような元が少なくとも一つ存在する。A の元を gf で移すとは、まず f で B の元
に移してから、その元を gで移すことであるから、先ほどの、少なくともひとつは存在す
る Aの元を f で移した Bの元は、gで移すと、Cから最初にとってきた元になる。従って、
C の任意の元について、B の元で、 gで移すとその元になるような元が存在するといえる
ので、 gは全射である」 
しかし、これを記号で書くと次のようになる。 

「 Cc�� に対し � �)()(.. afgagfctsAa   ��  かつ Baf �)(  
（ gf：全射と、合成写像の定義、 BAf o: ；写像であることからわかる） 
従って gは全射」 

    言葉による証明では、‘その Cの元’や‘ gで移すとその元になるような元’など、曖
昧でわかりにくい表現があるが、記号を用いて表現することで、そのような曖昧さはなく

なり、厳密な証明になっていることがわかるだろう。厳密であることは、自分以外の第３

者に誤解なく言いたいことを伝えるうえでも重要になる。 
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(3) 思考を助ける 
ルールに基づいた単純な式変形で答えを求めることができた数式の計算の例を思い出せ

ば、記号を導入したことが思考の助けとなっていることはいうまでもない。しかし、その

ように、機械でもできるような操作が可能となった点だけが、思考を助けているわけでは

ない。代数学や幾何学などの抽象的な内容は、記号で表現されることを第Ⅰ章で述べた。

そのような数学の証明を考えるとき、頭の中では、言葉の代わりに記号がちらちらと浮か

んでは消え、ある時ふと、重大なひらめきが生まれるという経験をした人もいるだろう。

つまり、言葉では言い表せない複雑な内容の場合、記号が言葉の代わりになって、私たち

の思考を助ける、あるいは、私たちの思考そのものになることもあるのである。 
 

(4) 一般化と一般考察(一般化した上での考察)を可能にする 
  一般考察を可能にすることについて説明しよう。 
   (a+b)1, (a+b)2, (a+b)3,…を (a+b)nと一般化することを知らなければ、(a+b)10, (a+b)100とい
うように、果てしなく個々の展開式を考えなければならない。nを用いて(a+b)nと一般化す

ることで、(a+b)nの展開式はどうなるかという一般考察が可能になったのである。 
 

(5) 新たな数学概念の形成，新たな数学の問題の誕生に寄与する 
‘ｎ次方程式が一般にｎ個の解を持つ’という「代数学の基本定理」は、まさに記号を導

入したことで生まれた数学の命題である。昔、‘平方’や‘立方’の概念は、正方形の面積

や、立方体の体積に関連して身近に存在し、その意味が強かったために、４次以上のべき

の概念に広がるまでには時間を要した。平方、立方といった表現から抜け出し、a2や a3と

いう指数表現を提唱したデカルト(R.Descartes)は、この記号を導入したことで、べきの概
念を一気に anにまで一般化した。そしてそれを通して、代数方程式の具体的解法の研究を

ｎ次方程式に一般化し、「代数学の基本定理」を述べるに至ったのである。(長岡,1996) 
 

以上述べてきたような有用性を兼ね備えた数学記号は、数学の発展に重大な役割を果たし

てきたといえる。しかしながら、教育という観点から見たとき、数学記号を用いることには

いくつかの問題点がある。先ほども述べたように、数学を他の学問から区別する一つの特色

ともいえる数学記号であるが、数学記号がその有用性を発揮するには、その記号が何を表す

ために用いられているか(記号の定義)に対する、使用者の十分な理解が不可欠である。その理
解がない者にとっては、記号は意味のわからないただの文字やかたち

．．．
でしかなく、数学をよ

り難しく感じさせる原因のひとつになる。さらに、記号の操作による計算だけは、使用者の

十分な理解なしでも可能なため、意味がわからなくても覚えればできる、パターンの暗記と

しての数学の側面を助長してきたともいえる。 

 
２． 記号表現の指導について 

「数学における記号とは、概念や関係や操作を表す単なる便宜的な道具ではなく、もっと

何か数学の本質に触れるものなのかもしれない。それにもかかわらずこれまでは、本質的な

のは論理的かつ創造的な思考そのものであり、一方概念の記号化やその形式的処理とは‘簡
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単なこと’であって、具体的な数学的思考のなかで自然と身につくものだと考えられてきた。」

(小川，2000)とあるように、記号表現に関する指導はこれまで重視されてこなかったと考え
られる。 
そこで、記号表現を指導する際に、考慮するべき点を次にまとめる。 

 
（１）日本語との関係から 
現代数学の発達は、ヨーロッパを中心になされたことから、記号表現はヨーロッパ系言語

と整合性があり、日本語で左から順に読むと、意味の通る日本語にならないため、記号表現

を読むときは、英語を訳すときのように、語順に注意する必要がある。しかし教師は、記号

を用いて板書する際に、わざわざその記号の読み方や意味を日本語で黒板に書き添えたりは

しないだろう。そのため、あとあとその数式の意味の理解ができずに数学がわからなくなっ

ていく生徒や学生は多いと考えられる。 
日本語に直すにも、その表現には段階があると考えられる。記号に忠実な(厳密な)表現と、
要するにどういう意味かを述べた表現である。(例１,例２) さらに、言葉による表現ととも
に、図による表現も取り入れたほうが、意味理解が容易になることはいうまでもないだろう

(例２)。記号表現の意味を理解する際には、まず忠実な言葉に直してから、要するにどういう
意味かを考えさせるなど、時と場合に応じて、これらの表現を使い分ける必要がある。 

 
例１．線形代数学の置換で登場する定理 

     WV , を置換とし、W は互換であるとすると、 
1)sgn( � W  かつ )sgn()sgn( VVW �   

   ●記号に忠実な表現● 
「タウ( t )の符号は－1 かつ シグマタウ(VW )の符号はシグマ(V )の符号の－１倍」 

●要するにどういう意味かを表した表現● 
「互換の符号は－１で、どんな置換も、互換をかけると符号が変わる」 
 

  例２．単射の定義 
Ayx �� , に対し、 yx z ならば )()( yfxf z  

   ●記号に忠実な表現● 

「定義域の任意の２つの元について、もしそれらが異なる元なら、ｆで移した行き先は

異なる。」 

   ●要するにどういう意味かを表した表現● 
「定義域の異なる元同士の行き先はいつも異なる。(異なる元なのに、行き先が同じにな
るような元があってはいけない。)」 

         
  
 
 
 図 2-2-1 
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（２）文字で置かれた元の意味 
「‘一般の’あるいは‘任意の’元を記号であらわすことによって、われわれは、未知の

元の性質に焦点を向けて議論することを思いつき、そしてそのことが可能になる」

（J.N.FUJII『新しい基礎数学』p115）とあるように、記号表現の中でも、集合の元を文
字でおくことが果たす役割は偉大である。任意の元を文字で置くことで、一般考察が可能と

なり、普通なら永遠に証明できないような命題も、証明できるようになった。 
 しかし、中学生、高校生の、文字に対する認識は非常に曖昧で、次のようなつまずきが指

摘されている。 
・ ことばの式を文字式化することのなごりから、文字は「量を示すことばの代用」でしか

なく、「量の大きさを示す数値」であるとの捉え方ができない。 
・ 方程式の指導の影響で、文字は「未知数」との感覚が強く、「変数」としての文字の役割

を意識できない。 
 実は、中学、高校におけるこのつまずきが、大学で扱われる記号表現の理解を非常に困難

にしていることが、本研究を通してわかってきた。（詳しくはⅢ章およびⅣ章で触れる。）  
文字を変数と捉えていない生徒が多いことについて、未知数として文字を導入する問題点

が指摘されている。文字を使う場面が方程式なのか、関数なのかによって、「未知数」や「変

数」などという文字の役割の場合分けが行われているが、文字は変域内の色々な値をとると

いう意味で本来が変数なのであり、変数として導入すべきであることが主張されてきた。 
そして、代数式やその計算、方程式、関数など、どこに用いられるにしても共通に備えて

いる文字の役割（普遍の性質）として、空席記号としての文字の性格と、代表記号としての

文字の性格を強調することの重要性が指摘されている。(菊池，1981) 
  空席とは、「文字は集合のどの元も入ることのできる入れもの」という意味で、代表とは、

「集合のある特定の値を代表している」という意味である。 
  つまり文字は、‘集合のどの元も入れることができる’と同時に、それ自体が、‘その集合

の何か特定の元を表している’のである。この意味を確かめるために、まず、記号や文字で

表される元にはどのようなものがあるのかを明らかにしておく。J.N.FUJII の著書『新しい
基礎数学』では、記号や文字で表される元を、次のように定義している。 

 
定数    集合において、固有名が与えられている固定した元 （例 １∈N） 
相対定数  集合において、固有名が与えられていない固定した元（例 a∈A） 

        与えられた議論において、終始固定した元を指す。 
変数    集合のどんな元でもあり得る元。または準じに集合の異なった元であり得る

元､または集合の特定の未知の元､または次々に集合の異なった未知の元で

あり得る元。 
   
   Ⅰ章の最初にあげた、「写像 f：X→Y が、点 pにおいて連続」の定義に登場する文字を例
に考えてみよう。 
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写像 f：X→Yが、点 p  において連続 

 
⇔ 0!�H に対して、 

)),((),(..0 GG ���!� xpdXxts X ならば H�))(),(( xfpfd Y  
 

 
 
   
  先ほどの‘空席’と‘代表’という文字の性格を確かめるため、例えば p  と H  を取り上
げてみよう。H  は、0 より大きい数集合の任意の元で、0 より大きい数ならどの数でもあては
めることができる。しかも、「に対して」以降の内容は、H  を何かひとつの値

．．．．．
と捉えたときに、

‘s.t.’以降の条件を満たす G  が存在するという意味である。従って、‘空席’と‘代表’と
いう性格を兼ね備えていることがわかるだろう。 
では p  はどうか。この pは、上の定義の中では、終始固定した元を表しているから、代表
としての性格はすぐに想像がつく。また、実際には、写像 f について連続となるような、集合
Aの元なら何を入れても構わない、という意味では空席記号であるとも考えられる。 
  さらに、‘空席’と‘代表’という文字の性格以外にも、押さえなければならない元の性格が

ある。それは、「他の元に依存して決まる元」があるということである。相対定数や変数の中で

も、 )( pf  や G  などは、他の元との関係のなかで、「あるものが変化するとそれも変化する」
というように、何か他の元に依存している。特に G  は、H  と同じ変数であるが、0より大き
い数を自由にあてはめることはできない。 H  をひとつ決めることで、G  にあてはめることの
できる数は制限されるからである。 
以上のことから、同じように一つの文字で表されていても、その文字が表す元の意味は、ま

ったく異なる。さらに、 GH ,  のように、同じ変数でも、集合の元を自由にあてはめることがで
きる場合と、できない場合があり、全称記号と存在記号を使い分ける必要が生じ、記号表現の

中でも文字で表された元の意味を理解することは、非常に重要なポイントとなる。 
   

 
 
 
 
 
 
 
 

 

相対定数 

変数 

変数 
(εに依存) 

定数 

変数 
( pとδに依存) 

相対定数 
( pに依存) 

変数 
( xに依存) 
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Ⅲ． 第一次教育実践  

－具体例・図・言葉－ 

 

第 1 節  学生の現状からみる大学入学初年度におさえたい内容 

１． ２，３回生を対象とした調査とその結果 
（１）調査の目的 
２，３回生が、「集合，写像，命題の否定，証明」などの内容をどの程度理解しているかを明

らかにすること。またそれらを通して、記号表現に関する学生のつまずきをみることが、本調

査の目的である。 
（２）調査問題について  
調査問題は全部で５問あり(資料１参照)、問題は、「集合，写像，群」の範囲で出題している。 
各問題のねらいは次のとおりである。 

問１：言葉で書かれた内容を存在記号(� )を用いて表現できるか 
問２：命題の否定ができるか（‘Pまたは Q’の否定と‘Pならば Q’（単射）の否定） 
問３：集合記号 { **|--- }で表されている内容を理解しているか（図表現できるか） 
問４：全称記号(� )の意味を理解しているか 
問５：集合 A，Bについて A=Bの証明ができるか 

（３） 対象と実施年月 
大阪教育大学 教育学部 
中学校教員養成課程 数学専攻        ２回生（１０名） ３回生（１４名） 
小学校教員養成課程 理数生活系 数学専攻  ２回生（２７名） ３回生（２９名） 

実施年月 H１９年１０月                計３７名     計４３名 
（４） 結果と考察 

1)  各問題の正答率（％） 
問２ 問５ 回生 問１ 

① ② 
問３ 問４ 

①②完答 ①のみ正答 
２ 89 30 5 19 30 35 14 
３ 90 23 7 19 40 47 16 

 
2)  間違いの多かった問題について 

 
    ①は、２, ３回生共に正答率が 30%を下回っている。誤答で最も多かったのは、「Pまた

問２ 次の２つの否定をそれぞれ述べよ。（言葉や記号を自由に用いてよい。）  

① Pかつ Q                 
② Xyx �� , に対し、 yx z  ならば )()( yfxf z  
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は Q」で、誤答のうちの 47%を占めている。「Pかつ Q」の否定は、具体的な意味を考えな
がら否定することができないので、誤答が多かったものと考えられる。 

②の‘P ならば Q’の否定は、２回生では２名，３回生では３名しか正答していない。
誤答を見ると、もとの命題「 Xyx �� , に対し、 yx z  ならば )()( yfxf z 」の記号の

部分を全て逆にした「 Xyx �� , に対し、 yx   ならば )()( yfxf  」が最も多く、‘P
ならば Q’の否定を‘P でないならば Q でない’と思っている学生が多いと考えられる。
また、学生のかいた記号の内容は、写像の定義に反するものや、意味をなしていないもの

が多く、そもそも写像や、単射の定義の意味をわかっていない、記号の意味する内容を理

解していない学生が多いと考えられる。 
        正答例： Xyx �� ,  s.t. yx z  かつ )()( yfxf   

誤答例： Xyx �� , に対し、 yx   ならば )()( yfxf   
     

 

       問３  G，G’：群  f：G→G’，準同型とせよ． fker  は次のような集合である． 

fker =^ `'1)(| GafGa  �   

        fker を下に図示せよ．（1G’は G’の単位元である．）  
 

 

 

 

 

      fker は２回生前期の代数学 Bで、群の中に出てくる概念であるが、たとえ fker とい

う集合がわからなくても、問題文中の集合記号が読み取れれば、図示できるようになって

いる。それにもかかわらず、２，３回生ともに正答率が 20%を下回り、無記入率も２回生
と３回生それぞれ 40%と 30%で他の問題に比べて高かった。 

    学生のかいた正しい図は図 3-1-1と図 3-1-2の２種類あった。誤答では、図 3-1-3のよう
にひとつの元‘a’しかかいていない図が２回生で 40%、３回生で 44%と圧倒的に多かっ
た。このことから、代表元をかき、その性質を述べるかたち｛**| --- ｝で表された集合を
読み取れない学生が２，３回生共に 80%に達することがわかる。 

 

  

 

 

 

図 3-1-2 図 3-1-1 図 3-1-3 
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     問４ 「 ��x    に対し )( /��� OOAx 」が成り立つように、   に集合を 

入れるとすると、次の①～④のどれになるか答えよ． 
① OO A/�U    ② OO A/�I   ③ OO A/�3    ④ OO A/�6    

 

正答は②で、正答率は２回生が 30%、３回生が 40%である。ここでは「 /��O につい

て OAx� が成り立つ」ことが重要であり、その意味を理解しているかを問うている。無記

入の学生は２，３回生それぞれ 38%と 16%であり、２回生でかなり高くなっている。誤答
のほとんどは①である。（①は /��O  s.t. OAx� となる。）このことから、�と�の意味
の違いや、 OO A/�U や OO A/�I のようにかかれた集合がどのような集合であるかがわかって

いない学生が２，３回生共に 60%以上を占めることがわかる。 
 

 

       問５  A,B：集合とする．A＝Bを示したい． 
（１）証明の流れを考えるとき、次の①～⑦をどのように組み立てればよいか． 
「①と②より③」、「①したがって②」などのように、適当な言葉を足して答えよ． 
（同じ番号を繰り返し用いても良い．） 

① Bx�  ② By��  ③ AB �  ④ BA   ⑤ Ax��  ⑥ BA�  ⑦ Ay�  

（２）（１）で考えた流れの中で、実際の証明では、根拠なしに言えないところは 

どこか．あてはまるところを○で囲め． 

  
(1)で、①から⑦を適切に組み立てられた学生は、２回生が 50%、３回生では 63%で、(2)

まで完答した学生はそれぞれ 35%，46%である（完答の例：図 3-1-4）。 

            

残りの学生は、無記入がそれぞれ 30%，14%、誤答がそれぞれ 20%，23%となっている。
誤答では、示すべきことを仮定して証明しているもの（図 3-1-5）や、結論にいたる途中の
証明がかかれていないものなどがあった(図 3-1-6)。 

       
  

図 3-1-4 

図 3-1-5 (3名) 図 3-1-6 (5名) 
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代数学でも頻繁に用いる、集合のイコールを示すこの証明は、最もといってよいほど基

本的なものであるが、その証明を、記号を用いて組み立てられない学生が３回生でも約 40%
おり、このような基本的な内容から１回生にしっかり教える必要があるといえる。 

 
（５） まとめ 
今回の調査から、２，３回生の現状として、次の点が明らかになった。 
x 「 Cx��  s.t. 12 � x 」のように、高校の範囲の内容で、比較的単純なものなら記号で 
書くことができるが、大学で習う内容で、意味理解が伴っていないものについては、

「 Xyx �� , に対し、 yx   ならば )()( yfxf  」のように、間違った内容を記号で

書いていることに気がつかない学生が多い。 
x  ２，３回生共に、「Pまたは Q」の否定は７~８割の学生が、「Pならば Q」の否定は９ 
  割以上の学生ができていない。 
x  代表元をかき、その性質を述べるかたち｛**| --- ｝で表された集合を読み取れない学 
生が、２，３回生共に８割に達する。 

x  �と�の意味の違いや、 OO A/�U や OO A/�I のようにかかれた集合がどのような集合で 
   あるかがわかっていない学生が２，３回生共に６割以上を占める。 
x  集合のイコールを示す証明を、記号を用いて組み立てられない学生が２回生で約半分， 
３回生でも約４割いる。 

 
記号表現について、２，３回生は、集合の内容ですでにつまずいており、その他にも否定

や写像の理解ができていないことがわかる。従って、１回生には、群などの大学数学の内容

を教える前に、これらの内容を教える必要があるといえる。集合と写像の範囲では特に、次

の点に配慮した指導をすべきである。 
 
・ ｛**| --- ｝で表された集合の意味， OO A/�U や OO A/�I がどのような集合であるか 
・ �と�の意味の違い 
・ 集合のイコールを示す証明 
・ 単射の定義とその否定 
・ 逆像とは何か      

 
２． １回生を対象とした調査とその結果 
（１） 調査の目的 
   大学１回生の、高校で扱われている「集合と論理」の内容(※)をどの程度理解しているかを
明らかにすること。 

  (※)‘すべての’の否定は高校の範囲外だがあえて出題している。 
（２） 調査問題について 
  調査問題は５問で構成されている（資料２参照）。各問題のねらいは次の通りである。 

問１：必要十分条件の判定ができるか 
問２：‘集合’の意味を理解しているか 
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問３：‘∈’と‘⊂’の記号の違いを理解しているか 

問４：命題の否定ができるか 

問５：ベン図を言葉にできるか 
（３） 対象と実施年月 
大阪教育大学 教育学部 
  中学校教員養成課程 数学専攻        １回生（１７名）  
小学校教員養成課程 理数生活系 数学専攻  １回生（４３名）  計  （７５名）  
その他の学科，回生 （１５名）  
実施年月  H19年 10月 

（４） 結果と考察 
1) 各問題の正答率（％） 

問２ 問４ 問５ 問１ 
① ② ③ 

問３ 
① ②  ③ ① ② ③ 

97 99 99 99 64 48 96 81 99 90 97 
 

2) 正答率の低かった問３と問４について 
 
問３ Ａ，Ｂ集合とし、a はＡの要素とする。 

このとき、次のうちから正しく表記されているものを全て選べ。  （正答率 ６４％） 

 
   ①Ａ∈Ｂ  ②a∋Ａ  ③a⊂Ａ  ④Ｂ⊃Ａ  ⑤Ａ∋a 

問題に不備があり、④と⑤を選んでいる、もしくは⑤のみ選んでいる場合を正答とした。

④と⑤が正答のつもりで問題を作成したが、④を選んでいない学生が多く、集合 Aと Bの
包含関係について文中で述べていないことが原因と考えられるからである。 
＜解答の内訳＞ 

 
 

この問題で注意すべきは、「③a⊂Ａ」を正しいと思っている学生が２７名(全体の 36％)
いることである。要素と集合の間で用いる記号「∋」と、集合と集合の間で用いる記号「⊃」

は、高校の数学 Aの教科書で既に学習済みだが、数学 Aで習った後、ほとんど記号を使う
必要が無かったために、この２つの記号の使い分けができない学生が多いのが現状と言え

る。 
 
問４ 次の「」内の文章を数学的に否定せよ。 

                                (正答率) 
①「８月は全ての日の最高気温が３０度以上であった。」       48％ 
②「 31   xx または　 」                     96％ 
③「 x は６以上 かつ 　x は偶数」 （ただし、 　x は整数とする） 81％ 

④と⑤ ⑤のみ ③と⑤ その他 
15名(20%) 33名(44%) 21名(28%) 6名(8%) 
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②，③のような「かつ，または」の否定は、数学 Aの教科書の練習問題にもよく登場す
るため、正答率が高い。③の正答率が②に比べて低いのは、‘６以上’の否定を‘６未満’

ではなく‘６以下’にする間違いが多かったためである。 
     ①のような、「すべての～」の否定は高校の教科書では扱っていないが、大学で習う機会

がなく、１回生の現状を確認するために出題した。その結果、正答率が 50%を下回る結果
となった。誤答者は全部で３９名だが、うち１１名は、「すべての～」を「ある～」にはで

きているものの、「以上」を「未満」にできていない学生である。また、「８月は全ての日

の最高気温が３０度以上というわけではなかった。」のような曖昧な表現の学生が４名いた。

よって、厳密には、３９名からこれら１５名を除いた２４名（全体の 32％）が「すべての
～」の否定を「ある～」にできない状況だと言える。誤答で最も多かったのは「８月は全

ての日の最高気温が３０度未満であった。」(１７名)である。 
3) その他 
問５のベン図の状況を言葉にすることは、ほとんどの学生が問題 

なくできていたが、右の図を「ｘは Aの要素でない、または、Bの 
要素でない」としている学生が全体の約 10％いることを少し注意し 
ておく。 
 

（５）まとめ 
今回の調査の結果から、大学入学後半年が経過した１回生は、必要・十分条件の判定、「かつ･

または｣の否定、ベン図の理解はよくできているが、「∋」，「⊂」の記号の理解は曖昧で、36％
の学生が、この２つの記号の使い分けを十分にできていないことがわかった。また、「すべての

～」という命題の否定も、約半分の学生が十分にできないことがわかった。これらは、大学の

数学では知っていて当然のように用いられる事柄であるから、次のことが言える。 
・ 大学１回生の時点で、「∋」，「⊂」などの基本的な記号の使い方をきっちり教える必要 
がある。 

・ 大学１回生の時点で、「すべての～」の否定を含む様々な条件や命題の否定を教える必要 
がある。 
 

３． 大学初年度におさえたい内容 

１，２，３回生の調査から、１回生の段階でおさえたい内容として、少なくとも次のものが

挙げられる。 
① 大学の数学の内容に入る前に指導すべき内容 
集合，命題の否定 

② 大学の数学の中でも特に配慮が必要な内容 
写像 

さらに、それぞれの内容でも特に、次の点に配慮する必要がある。 
集合 
・ 「∋」，「⊂」などの基本的な記号の使い方 
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・ ｛**| --- ｝で表された集合の意味，添え字のついた集合 OO A/�U ， OO A/�I  
・  �と�の意味の違いと、それらを用いた文章表現 
・ 集合のイコールを示す証明 
命題の否定 
・ 「すべての～」「ある～」「Pならば Q」の否定 
写像 
・ 単射（全射）の定義とその否定 
・ 逆像 

 

第 2 節  教育実践の内容と方法 

１． 対象 
 H19年度入学 

     中学校教員養成課程 数学専攻        １７名  
小学校教員養成課程 理数生活系 数学専攻  ４３名  計  （６０名）  

※H19年後期開講の代数学 AとH20年前期開講の代数学 Bの受講生である。 
 

２． 実施期間 
H19年 10月から H20年 1月，H20年 4月から 7月まで  週１回（約 0.5時間） 
 

３． 内容，時間配当 
 
� H19年 10月から H20年 1月 

代数学 Aのテキスト（資料参照）の内容と講義の進度に合わせて、学生が理解しにくい記
号表現の理解と、抽象的な概念(同値関係や群など)の具体例を与えて、概念のイメージを持
たせることに重点をおいて、講義のはじめの 30 分間にティーチングアシスタントとして演
習を行った。 
講義の内容は次の通りである。（テキスト p.1~p.19参照） 

x 集合論（集合, 写像, 同値関係, 順序関係） 
x 群 （演算, 群の定義） 

そのなかで、学生が理解しにくいところとして重点的に取り上げたのは、次の項目である。 
 

(1)  集合 (1.5時間) プリント番号①② 
・記号の意味と使い方 
（{ },� ,� ,� ,� ,添え字） 

(2)  写像 (0.5時間)   ③ 
・写像の定義,像,逆像,単射,全射 

(3)  命題の否定 (1時間)  ④ 
(かつ,または,すべて,ある,PならばQ) 

(4)  同値関係 (0.5時間)  ⑤ 
    ① 同値関係の定義の意味 
    ② 同値類の具体例 

(5)  群 (1時間)  ⑤⑥⑦ 
① 演算の定義の意味 
② 群の定義の意味 
③ 対称群の具体
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� H20年 4月から 7月 
  代数学 Aと同様に、代数学 Bのテキストの内容と講義の進度に合わせて、学生が理解しに
くい記号表現や証明を重点的に取り上げ、講義のはじめの 30分間に演習を行った。 
  代数学 B の講義内容は、代数学 A の続きになっており、その内容は次の通りである。（テ
キスト p.19~42参照） 

x 部分群 
x 剰余類 
x 正規部分群と剰余類 
x 同型と準同型 
x 準同型定理と同型定理 

 代数学 Aでは、主に記号表現の意味理解に指導の重点をおいていたが、代数学 Bでは、証
明の意味理解に重点を置いて指導を行った。ここでは、内容が専門的になるので、指導内容

について詳しく触れないことにする。 
 

４． 方法 
  記号表現をよみとり、自ら記号を用いた記述ができるように、第２章で述べた「図と言葉に

よる表現」を意識した指導を行った。 
  また、抽象的な概念が新たに登場した際には、具体例を提示してその概念のイメージを持た

せるようにし、記号で書かれた表現は、言葉や図に直してその意味を理解させてから、記号化

するようにした。 
  毎時練習プリントを作成し、問題を解かせながら答合わせをする演習形式をとった。その際、

なるべく学生自身に多く発言させるよう配慮した。 
 
＜練習プリントの内容と作成上の留意点＞ 
  第１節で明らかにした学生の現状を踏まえ、テキストの中で、特に記号の意味理解が困難と

思われる部分を取り上げて、その意味がわかるような問題を作成した。記号の練習では、「（日

常の例→）高校数学程度の例→大学レベルの例(最も抽象的)」というように、扱う内容の抽象度
を徐々に上げるように工夫している。 
（練習問題①～⑦は、資料を参照） 

 
練習問題① (関連：テキスト p1~5) 
内容：｛ ｝を用いた集合の表し方，�と�の区別 
練習問題①は、高校の復習のために、数集合

．．．
を主に取り上げながら問題を作成した。 

   問 1：簡単な集合と元の関係について、記号を言葉に、言葉を記号に直す練習をする。 
（記号→言葉，言葉→記号）） 

  問 2~5：｛**| --- ｝で表された集合を、元を列挙した形，図，言葉 で表す。 
言葉で書かれた集合を、｛**| --- ｝の形で表す。 
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練習問題② (関連：テキスト p1~5) 
内容：�と�を用いた記号表現 
練習問題②は、�と�を用いた記号表現について、問 1～問 3までは主に数集合で問題を 
作成し、問 4～問 13は元が未知の集合（最も抽象的な集合）で問題を作成している。また、
添え字を用いた集合も扱っている。 
 問 1：�と�の区別 
  問 2,3：�と�を用いた記号を言葉になおす、またその逆を行う 

（記号→言葉，言葉→記号） 
  問 4：記号を言葉，図で表現する 
  問 5：抽象的な集合を｛**| --- ｝で表す（�と�は用いない） 
  問 6~9：添え字を用いて表された積集合と和集合を具体的に列挙する。またその逆を行う。 
      共通集合 OO A/�I と和集合 OO A/�U を｛**| --- ｝で表す（�と�を用いる） 
   問 10,11：集合論の証明の準備として、記号で表された内容を、同じ意味の最も詳しい表

現に直す。（例； )( CBAx ��� → Ax� かつ Bx� かつ Cx� ） 
   問 12,13：直積集合の元のかたちについて 
練習問題③（関連：テキスト p.5~7） 
内容：写像 (写像の定義，写像と関数，像と逆像) 
練習問題③は、写像のイメージを持たせるために図を多く取り入れた。また、高校の関数

を、写像の例としてあげている。問題は、像と逆像の理解を中心に問題を作成している。（こ

こでは単射と全射を特に取り上げることができなかったため、次の否定のところで改めて取

り上げている。） 
 問 1,2：写像であるかどうかの判定（写像の定義の確認） 
  問 3：像と逆像について、図を見て具体的に求める，言葉で表す，｛**| --- ｝で表す 
練習問題④（関連：テキスト p.7命題 1.2.2） 
内容：命題の否定 

   写像の証明で、Pならば Qの否定をするため、今後よく用いる否定も含めて取り上げた。 
表が授業での説明用、裏が自宅での宿題となっている。表は以下の 4つの内容を取り入れた。 

(1)「かつ，または」の否定 
(2)「すべての～」の否定 
(3)「ある～」の否定 
(4)「Pならば Q」の否定 

  (1)のみ、初めから最も抽象的な集合を用いて内容を考えさせたが、(2)～(4)は、「日常の集合
→数集合→最も抽象的な集合」というように、命題で扱っている集合の抽象度をあげている。 
宿題用の問題は、例えば「 OO Ax /��U 」の否定のように、まず、「 /��O  s.t. OAx� 」

のような‘元を用いた特徴づけ’に直してから「 /��O に対し OAx� 」と否定する必要

のある、代数学でよく用いる否定を扱っている。 
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練習問題⑤（関連：テキスト p.7~10,p13） 
  内容：同値関係，演算 
   同値関係では、記号でかかれた同値関係の定義の意味や、同値類がどのような集合かをわ

かりやすくするために、具体的なアニメのキャラクターの集合を与えて問題を作成している。 
（同値関係はその後、剰余群を考える際に元となる関係であり、アニメのキャラクターでは

剰余群へと発展させることはできないが、ここでは、あくまで具体的なイメージを与えるこ

とを目的とした。） 
群の最初に登場する演算の定義では、写像になっているものは何でも演算と呼べることに

注意し、具体的に演算か演算でないかを判断させる問題を作成した。 
  問 1･2：身近な同値関係の例 
  問 3：同値関係の定義 
  問 4：演算かどうかの判定 
練習問題⑥（関連：テキスト p.14） 
  内容：群の定義の意味，試験に出題された証明問題で�と�の誤用が目立った解答の解説 
   記号でかかれた群の定義は、記号の意味がわからなければ無意味である。そこで、具体的

に色の集合に演算を定義し、その演算について群をなすかどうかを確かめるようにした。（こ

こでも、アニメのキャラクターと同様、実際には色の集合にそのような演算を定義しても群

にはならず、代数的構造にはつながらない。しかし、群の定義そのものの意味を理解させる

上では有効と思い、そのような具体例で考えさせることにした。） 
   問 1：群の定義の意味 
   問 2：証明の間違いを考えさせる（�と�の意味） 
練習問題⑦（関連：テキスト p.17~18） 
  内容：対象群 
   n 次対称群の具体例として、3 次の対称群を用いて乗積表を完成し、単位元と逆元を求め
る問題で構成している。また、はじめに、置換は写像であることを強調している。 

 
 
第 3 節 実践の流れと考察 

 
１． 指導の流れと学生の反応 
（１）集合 
① 記号の意味と使い方 その１(0.5時間) 
   練習問題①を、前の時間に宿題として配布していたため、宿題の答え合わせを行った。1
問ずつ、学生をあてて黒板に答えを書かせた。 
問１はほとんどの学生ができていたが、‘かつ’の変わりに、コンマ( , )を用いた解答が多
かった。コンマは‘かつ’と‘または’の両方に使えるので正しいが、しっかり区別できて

いるかを見るためしばらくコンマ( , )を使わないようにするよう指導した。また、�と�の
区別について、�は集合と元、�は集合と集合の間で用いることと、{  }でくくると、集合
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を表すことを注意し、一元集合の場合の使い方に注意した。( Aa� と Aa �}{ ) 
   問２は{ }をつけない学生の解答の学生が多く、忘れないよう注意した。問３は問２より
も難しかったようで、｛**| --- ｝で表すことについては、例えば(3) 開区間 ),( ba にある実数

全体の集合の場合、 },|{ bxaRxx ��� でも }|{ bxaRx ��� でも構わないというのが意

外だったようである。その他、問５(2)ができていない学生が多く、関数が元となる集合もあ
ることに驚いていた。 

② 記号の意味と使い方 その２ (1時間) 
   宿題にしていた練習問題②の答え合わせをおこなった。つまずきが見られた問題を中心に、

授業の様子を述べる。 

まず、�と�の両方が入っている問２(3)を言葉に直すのが難しかったようである(図 3-3-1)。
また、学生の書いた言葉は、例えば「 1��x  に対し =�x 」の場合、「任意の(すべての)
自然数 xは整数である」のように、xを書く解答と「全ての自然数は整数である」のように x
をかかない解答に分かれており、どちらも正しいが、‘要するにこういうこと’と、自分で理

解できる表現にするのがよいと伝えた。 
また、問４の「 Bb��  s.t.  Ab� 」を言葉に直せない学生が多く、「集合 B のある元
は集合 Aに属さない」や「Aに含まれていない元で Bに含まれている特定の元」など、「�○
s.t.～」の意味がわかっていない解答が目立った(図 3-3-2)。「�○s.t.～」は、「exist ○ such 
that ～」と読み、「～のような○がある(存在する)」という意味で、‘s.t.’のあとは、前の
元の性質を述べていることに注意した。図表現では、図 3-3-2 にあるような３つの図表現が
考えられることを説明した。すると、回収したプリントに、『ウの図は不適切ではないか』と

いう質問があったため(図 3-3-3)、『「すべての Bの元が A の元でない」ということは「Bの
元で、Aの元でないものが少なくとも一つある」という状況を満たしているからウも正しい』
と説明したところ、納得してくれた。 
    
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3-3-1 

図 3-3-2 
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問６では、‘集合が集合の元になることがある’ということが驚きだったようである(図

3-3-4)。また、添え字集合の意味も、わかっていない学生が多かった。 

  
 
問９はほとんどの学生ができていなかった。そこで、 OO A/�U ＝ }..|{ iAxtsIix ��� とな

ることのみ解説し、 OO A/�I は自分で考えるようにいった。ここでは、「または｣でつながる事

柄を、いかにして、「少なくともひとつは存在する」という表現に変換するかがポイントであ

ると考え、図と言葉の言い換えを大切にして次のように指導した。 
 

 STEP1：まず、３つの集合A,B,Cの和集合を考え、 }|{ CxorBxorAxxCBA ��� ��  

であったことを復習する（問５で扱っている）。そして、図をかきながら、以下のよう

な言葉の言い換えを行った。 
 
 

 
 
  
 
 

STEP2： iIi A�U の場合に一般化して、記号化する。（ iIi A�U の iA は添え字の iに依存して
いるから、 iが集合を決定することに触れる。） 

「元 xが、A,B,Cの和集合に属している」 

⇔「 xは Aの元、または Bの元、または Cの元である」 

⇔「 xは、A,B,Cの少なくともどれかひとつの元である」 

⇔「A,B,Cの少なくともどれかひとつは、 xを元に持っている」 

⇔「少なくともひとつは、 xを元に持つ集合がある」 

図 3-3-4 

図 3-3-3 



 

 - 29 - 

iIi A�U の解説をすると、約４割の学生が、 iIi A�I の解答を書き込んでいた。「かつ」で

つながる事柄から、「すべての」という言葉への言い換えは、①の解説を行うことで、可能と

なるようだ。 
問 10では「Aかつ(Bまたは C)」＝「(Aかつ B)または(Bかつ C)」になることがわかりに
くかったようだが、『買い物に行きます。私は今日、カバンと、服か靴 を買うことに決めて
います。買い物から帰ってきた私が買ったものは何だと考えられますか？』という具体例を

考えさせると、皆頭を働かせて『カバンと服か、カバンと靴』とわかった。その後ベン図で

も説明したところ、より納得したようであった。問 13 もできていない学生が多かったが、
時間の関係上、直積集合の元のかたちを座標系を例に説明し、解答を提示して終わった。 

 
 
（２）写像 (0.5時間) 
  集合の②に時間をとられたこともあり、写像の練習問題③は解答を作成し、各自で答え合わ

せをしてきてもらった。そして、間違いの多そうなところのみ解説を行った。 
まず、問３と問４の(1)に関わって、{ } のつけ間違いが多いと予想されたので、 )(af はい

つも元だが、 )(1 bf � はいつも集合であることを注意した(図 3-3-5)。 
 

 

 

 
また、問３(4) })(..|{Im baftsAaBbf  ��� と問４(5) � � )}()(|{)(1 AfafAaAff c�� c�  
の解説を行った。問３(4)の解説を以下に示す。 

『 })(..|{Im baftsAaBbf  ��� の、授業実践時の解説』 
 値域Ｂのうち、 fIm に含まれる元と、含まれない元を対比させ、 fIm に含まれる元だけ

が持つ性質を考えさせた。 
学生からは、「定義域に戻せる」や、「定義域から移っている」などの反応があったが、存

在記号を用いた表現につながる解答を学生から得るのは難しかった。「 fIm に属する全ての

元bには、 f で移したらbになるような元が、定義域に存在する」などのような言葉に直し
てから、記号化するようにした(図 3-3-6)。そして、値域の全ての元について、上の内容が成
り立つときを全射ということに触れ、全射の定義を確認させた(図 3-3-7)。 

図 3-3-5 
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（３）命題の否定 (1時間) 
  練習問題④の表(おもて)に従って、授業を行った。 
① 「かつ・または」の否定は高校の復習なので、簡単に流した。 
② 「すべての～」の否定 
「箱の中は全てリンゴである」の否定には時間がかかった。まず各自で考えさせたが、答

えを記入する学生が少なく、何人かの学生をあてて答えさせることにした。すると、「箱の中

はすべてリンゴというわけではない」がすぐに出てきたが、『それってつまりどういうこと？』

と尋ね、別の学生と次のようなやりとりを行った。 
 

（T：宮崎，S：学生） 

T：「箱の中はすべてリンゴというわけではない」ってつまりどういうことなんだろう？ 

S：･･･箱の中の少なくとも一つはリンゴである。 

T：ん？･･･少なくとも一つはリンゴだったら、箱の中が全部リンゴでもいいよね？ 

否定になってるかな？よく考えてみて。 

S：･･･箱の中にはミカンがある。 

T：うんうん！確かに否定になっているね！（←実際は否定になっていないので、注意すべきであった。） 

それを、ミカンを使わずにリンゴを使うとどうなる？ 

S：･･･箱の中の少なくとも一つはリンゴでない。 

 

   ここまで出たところで、(2)(3)(4)も考えさせた。(2)(3)はすぐにできたが、(4)ができない学
生が目立った。（(4)は(3)の内容を記号にしただけのものである。）(図 3-3-8) 

左－図 3-3-6 ，下－図 3-3-7 
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③ 「ある～」の否定 
   「このクラスには大阪府出身でない学生もいる」の否定は、「すべての～」の否定がわかる

とできる学生が多く、(2)もすぐにできたが、やはり記号の問題(3)で少し時間がかかった。 
④ 「Pならば Q」の否定 
   「赤いならばリンゴである」を否定には時間がかかった。否定するとどうなるか、まず学

生に考えさせたところ、次のようなやりとりになった。 
 

（T：宮崎，S：学生） 

T ：次の否定がとても大事です。これがずっとわからないまま、4回生になっていく学生がほとんどな

ので、今ここでしっかり理解してくださいね。じゃぁ、「赤いならばリンゴである」を否定すると

どうなりますか？(S1に尋ねる) 

S1：赤くなければリンゴでない。 

T ：赤くなければリンゴでない・・・S2はどう思いますか？ 

S2：…赤くないならリンゴでない。 

T ：うーん、やっぱり難しいよね。みんなよく考えてね。「赤いならばリンゴである」は、「赤いものは

すべてリンゴだ」っていうのと同じ意味だよね？じゃぁ、目の前に「赤いものは全部リンゴなん

だ！」って主張している人がいて、その人に、「あなたの言ってることは間違っている」って言い

たければ、何て言えばいいと思う？(S3に尋ねる) 

S3：…赤くてもリンゴとは限らない。 

T ：うんうん！それってつまりどういうこと？ 

S3：…赤くてもリンゴでないものがある。 

T ：赤くてもリンゴでないものがある。うん、そう言えば「赤いものは全部リンゴだ！」って言ってい

る人に間違いを指摘できるよね。じゃぁ一般に、Pならば Q の否定はどうなるといえるかな？(S4

に尋ねる) 

S4：えっと、…PだけどQでないものがある。 

T ：うん、そうだね。‘だけど’っていうのは、‘しかし’と同じだけど、今（板書しながら・・・）、

「Pである」ことと、「Qでない」ことの両方が成立しているから、‘しかし’は‘かつ’と同じだ

図 3-3-8 
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ね？だから、「Pならば Q」の否定は一般に、「Pであってかつ Q でないものがある」になります。

もちろん「Pであるが Qでないものがある」でもいいです。 

 

その後、Pならば Qの否定をベン図で考えさせ、残りの問題を宿題にして授業を終えた。 
 
※ しかし、この実践において、「赤いならばリンゴである」という表現は軽率であった。 
  今後は、具体例とする言語表現に注意したい。 
 

     
 

      
 
（４）同値関係 
  練習問題⑤の、問 1から問 3までが、同値関係の問題となっている。講義では、同値関係
の内容は既に終わっており、群に入っていたが、中間試験の同値関係の問題の正答率が低く、

具体的なイメージを持てていない学生が多いと考えられたことから、復習もかねて問題を作

成した。問 1、 問 2は宿題とし、問 3のみ授業で説明した。1問目の、「集合 Aには関係の
ない元同士があってもいいか」が難しかったようである。○をしている学生に理由を尋ねて

も、理由を言える学生がいなかった。そこで、次のようなステップを踏んで、理由を考えさ

せた。 
ステップ１：‘関係’の定義は何であったかを復習する。 

図 3-3-9 

図 3-3-10 
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→‘元と元の間に関係があるかないかがはっきりするもの’ 
ステップ２：今集合 Aには何かしらの‘関係’が定義されているが、今の時点で集合 Aの

中には関係のない元同士があってもいいか考えさせる。 
→構わない。 

   ステップ３：同値関係の定義の意味を復習する。 
        →集合 Aには関係のない元同士があっても、同値関係の定義に矛盾しないこと

を押さえる。 
  ２問目以降は、定義に忠実に解説を行ったところ、皆うなずきながら聞いていた。(図 3-3-11) 

        
 
（５）群 
① 演算の定義 
   練習問題⑤の問 4と問 5が、演算かどうかを判断させる問題になっている。過去の学生の
試験の答案を分析したところ、群をなすことの証明で、‘演算が定義できること’をまずチェ

ックする必要があるが、そこができない学生が非常に多かったことから、まず、演算の概念

のイメージを持たせることが重要であると考えた。すると、予想通り、何も説明せずに問 4(1)
を考えるように言っても、手が止まり、どう考えればよいのかわからない学生がいた。そこ

で、次のようなステップを踏んで、考えさせた。 
 
    ステップ１：演算の定義は何であったかを復習する。 
          →A：集合とする。A×A(同じ集合同士の直積集合)から A への写像を、A

における 2項演算とよぶ。（A×Aの元のかたちは(x,y)であることを押さ
える。） 

    ステップ２：写像の定義を復習する。 
→「①任意の定義域の元に対し、②値域の元を、③ただ一つ対応させたもの」 

         すなわち 
           「①定義域の全ての元に行き先がある。（定義域に、行き先のない元があっ

てはいけない。）②定義域の元の行き先は、必ず値域に入っている。③定

図 3-3-11 
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義域のひとつの元の行き先は、必ずひとつである（２つ以上にわかれて

はいけない。）」 
     ステップ３：今、心配なのは写像の定義のうち何番か？ 
          →③番 つまり、(1)の場合は「‘n－m’がいつも自然数かどうか」を確かめ

ればよい。 
 

（1）がわかると、（2）以降も問題を解くことができていた。(図 3-3-12) 
 また、(n,m)が直積集合のひとつの元を表していることや、直積集合に使われている‘×’
という記号と、自然数同士の積に用いる‘×’の記号の意味が違うということに驚いている

様子が見られた。 
 

     
 

    
 
② 群の定義 
記号で書かれた群の定義の意味を抑えるために、色の集合に演算を下のように定義して、

その演算に着いて群をなすかどうかを具体的に考えさせた。（練習問題⑥） 
 
全ての色の集合 Aを考えよ。（‘透明’も色とする） 

a),(;: baAAAf ou （ aとbの色を 50mlずつ混ぜた色） 
 
例えば結合法則 ),,()()( Gcbabcacab �� なら、「どの色を選んできても、aの色とb  
の色を混ぜてから cの色を混ぜるのと、bの色と cの色を混ぜてから aの色を混ぜるのは同

図 3-3-12 

図 3-3-13 
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じか」つまり、例えば赤色と黄色と青色があったときに、「‘赤色と黄色を先に混ぜてか

ら青色を混ぜてできた色’と‘黄色と青色を先に混ぜてから青色を混ぜてできた色’は

同じか」というように、具体的な言葉で言い直して考えさせるようにした。授業の時は、

結合法則が成り立つという解説をしたが、授業の後で２,３人の学生が、「50mlずつ混ぜ
るのだから、赤色と黄色をまず 50mlずつ混ぜて(つまり今 100mlある)、そのうちの 50ml
を青色 50mlと混ぜた色(ア)は、黄色と青色を 50mlずつ混ぜて、そのうちの 50mlと赤
色 50mlを混ぜた色(イ)とは違う」と教えてくれた。つまり、(ア)の色は赤：25ml, 黄：
25ml, 青：50ml なのに対し、(イ)の色は、赤：50ml, 黄：25ml, 青：25ml だから色
が異なるのである。そこで、次の授業のはじめに訂正を行ったところ、気づいていなか

った学生も納得してくれた。おかげで、結合法則について、よく考えるきっかけとなっ

た。 
 
２． 「集合，写像，否定」の各内容における学生のつまずき 
  回収したプリントや、実践時の様子から、学生が間違えやすいところや、理解に苦しむ内容

をまとめておく。 
（１） 集合 
①｛ ｝を用いた集合の表し方 

x ｛ ｝が集合を表す記号であることがわかっていない 

例）（問）「aは集合 Aの要素であるが、集合 Bの要素ではない。」を記号に直せ。 
誤答例：｛ a∊A かつ a∉B ｝ 

x ｛**| --- ｝で表された集合 
},12|{ 1�� nnxx のように、数集合の場合は｛**| --- ｝で表された集合がどのよう

な元から構成されているか読み取ることができるが、 },|{ BxAxxBA �� � のような、

元の正体が未知の抽象的な集合の場合は読み取ることが困難である。 

また、自分で｛**| --- ｝のかたちに表現するほうが、読み取るよりも難しい。 
 

② 全称記号(� )と存在記号(� ) 
x 「に対し」と「s.t.」の区別ができない。 

例）全称記号を用いるときも、「s.t.」を使う。(全体の 25%) 
x 全称記号と存在記号を用いて書かれた文章の内容が読み取れない，書けない 

例）「 Bb��  s.t.  Ab� 」を普通の文章にできない（全体の約 32%） 
誤答例： 「ある bが Bに含まれるとき、bは Aに含まれない」 

       「Aには含まれていない元で、Bに含まれている特定の元」 
 

③ 和集合と共通集合 
x 添え字を用いた集合が理解できない 

例）X，Y，Z：集合 S={ X,Y } とするとき、 )( ZASA ��I を )()( ZYZX �� I  

のように書き直せない。（全体の 84%） 
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x iIi A�U と、 iIi A�I を｛**| --- ｝の形で表すことができない（全体の 86%） 
 

④ 積集合  �
 

3

1n
nX ,��Ii iA  

x � が、¦ のように、積集合の積（×）の記号を表すことがわかっていない 

（はじめは、 32

3

1
1 XXXX

n
n uu �

 

と具体的に書いたほうがよい。） 

x Iiia �)( が、�
�Ii

iA の元であること、 ,.....),,()(
321 iiiIii aaaa  � のようなかたちをしている

ことがわかっていない。 
（高校までの、２次元平面や、３次元空間の座標の表し方を例にとるのがよい。） 

 
（２）写像 
① 写像の定義 
x 「①任意の定義域の元に対し、②値域の元を、③ただ一つ対応させたもの」の意味がわ

かっていない。 
   はじめは、次のような表現で説明した。 

①定義域の全ての元に行き先がある。（定義域に、行き先のない元があってはいけない。）

②定義域の元の行き先は、必ず値域に入っている。 
③定義域のひとつの元の行き先は、必ずひとつである（２つ以上にわかれてはいけない。） 

 
x 定義の③‘ただ一つ対応’に関して、図 3-3-12のように「定義域の違う元が、値域の同 
  じ元に移る」ことまで、写像でないと判断しがちである。 

  
   
 
                      

x 写像と関数が結びついていない。（全体の約 30%）。 
例）写像の定義を学習後に、 122  � yx は関数であると思っている学生の割合・・・33% 

 
② fIm   （ BAf o: ；写像とする） 
x fIm を自分の言葉（定義域の全ての元を写像 f で移した行き先全体の集合 etc…）で 
 表現できない（全体の 64%，そのうち 3分の 2が無記入）。 
x }|)({)(Im AaafAff �  がどのような集合なのかわからない。 

)}(),(),(),({}|)({Im 4321 afafafafAaaff  � と黒板に書くと、わかる学生が多い。 

x fIm と値域の集合の包含関係がイコールになるときの、f の条件（全射）がわからない。 
（全体の約 40％） 

図 3-3-12 
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x })(..|{Im baftsAaBbf  ��� という表現ができない。（全体の 95%） 
 
③ 逆像 })(|{)(1 BafAaBf �� �  
x 逆像と、逆写像の違いがわからない 
x 定義域 Aの部分集合 'A と � �)'(1 Aff � の間に、一般的に成り立つ包含関係がわからない。 
（全体の約 40%）。 
また、任意の AA �' について 'A ＝ � �)'(1 Aff � が成り立つ、必要十分条件（単射）がわ

からない。（全体の約 44%）。 
x � � )}()(|{)(1 AfafAaAff c�� c�

という表現ができない。（全体の 92%） 
 
④ 単射と全射 
x 記号で書かれた単射と全射の定義の意味がわからない。また意味はわかっても、自分で 
  記号を用いて表すのは困難である。 
x 全単射は単射かつ全射であることがわからない。 

 
⑤ 写像の置き方 

x 「 )(;: afaBAf ao 」という写像の表現の仕方，意味がわからない。 

 

（３） 命題の否定 
① 否定したものをもう一度否定すると、もとの命題に戻るということが意識できていない。 
「箱の中はすべてリンゴである」の否定を考えさせたとき、ある学生は試行錯誤を繰り

返しながら「箱の中の少なくともひとつはリンゴである」→「箱の中にはミカンがある」

のように、もう一度否定しても明らかに元の命題には戻らない内容を答えていた。命題

の否定をもう一度否定すると、元の命題に戻るということを、もっと意識して指導する

必要があった。 
 

② 言葉を用いた否定ができても、記号を用いた否定ができるようになるまでには、かなり

の練習が必要であるといえる。 
直前の内容を‘記号’で表現しているだけにもかかわらず、その否定ができていない

学生が多く見受けられたことから、言葉で否定したのと同じ内容を、記号にすると否定

できない学生が多いといえる。 
 

② 「Pならば Q」の否定ができる学生は 1割に満たない。 
プリントを分析した結果、「箱の中はすべてリンゴである」や「このクラスには大阪府出

身でない学生がいる」の否定は、まず学生自身に考えさせた段階で、50%の学生ができて
いるのに対し、「赤いならばりんごである」の否定ができた学生は、わずか 10%ほどであ
った。 
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第 4 節  事後調査の内容と結果 

 
１． 事後調査の内容 
（１） 調査の目的 

第１次教育実践の前半に扱った、「集合，写像，命題の否定」に関する記号表現を理解す

ることができているかを明らかにすること。 
（２） 調査の内容 
    調査は、２度に分けて実施した。（１度目は代数学 A の第１回試験の問題の一部として

実施。２度目は第２回試験終了後に実施。）ここでは、これらの問題をまとめて報告する。 
（資料３参照） 

    事後調査は５問あり、各問題のねらいは次のとおりである。 
     問１ �や文字を用いて文章をかくことができるか 
     問２ 命題の否定ができるか 
     問３ 添え字を用いた集合を、｛** | ---- ｝で表すことができるか 
       （�と�の違いがわかっているか） 

問４ ｛** | ---- ｝で表された集合を自分の言葉で表現できるか 
問５ ｛** | ---- ｝で表された逆像を、図で表現できるか 

（３） 対象と実施年月 
大阪教育大学 教育学部 

   中学校教員養成課程 数学専攻        1回生（17名）  
小学校教員養成課程 理数生活系 数学専攻  1回生（43名）  計  （60名）  

    
実施年月 H19年 12月，H20年 1月 

 
２． 結果と考察 

1) 各問題の正答率（％） 
問２ 問３ 問５ 問１ 

(1) (2) (3) (4) (1) (2) 
問４ 

集合 点 

62 75 39 84 45 45 45 5 29 54 
 

2) 各問題の分析と考察 
 
問１ 次の文章を記号でかけ． (正答率 62%) 
「全ての実数 a,bは、かけて０なら、aか bのどちらかは０である。」 

    

正答 ： Rba �� , に対し， 0 �ba  ならば 0 a または 0 b  (62%) 
   誤答例： ba,�  に対し， 0 �ba  ならば 0 a または 0 b   (20%) 
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   誤答で最も多かったのは ba, が実数であることを述べていないものである。その他の誤答
としては�が抜けているものが全体の 13%いた。 

  ※この問の頭に、‘全ての’をあえてつけたのは、�を意識してほしかったからであるが、

自然な表現ではなかった。 
 

 問２ 次のものを否定せよ．（ただし、 :, BA 集合 BAf o: ；写像とする） 

(1)  Pかつ Q                      (正答率 75%) 
(2)  BA （集合の元にまで言及して否定すること）         (39%) 

    (3)  どの子どもも、計算が得意なら、算数が好きである。      (84%) 
    (4)  :f 単射                          (45%) 
    
    (1)は、２，３回生に調査を行ったときの正答率は共に 30%を下回っていたのに対し(Ⅲ

章 第１節 １ 参照)、１回生では 75%と高く、命題の否定を指導した効果が得られている。 
  (2)は（ Aa��  s.t.  Ba� ）または（ Bb��  s.t.  Ab� ）が正答であるが、その

うちの一方のみしか書いていないものが多く、正答率が低い。これも、否定の否定が元に

戻ることを意識できていないことが原因と考えられる。また、誤答の中でも、�が意味し

ていることをわかっていないと考えられるもの（ Aa�� に対して Ba �  など）が 12%あ
ったことも注意すべきである。 

   (3)(4)は、どちらも「Pならば Q」の否定であるが、言葉で「Pならば Q」を否定するこ
とはできるが、写像の概念が入り、記号化するとなると、その否定は難しいことがわかる。

ただし、２，３回生で、単射の否定ができたのは、２回生 5%、３回生 7%であったことを
踏まえると、１回生の正答率 45%は、指導の効果といえる。しかし、それでもまだ半分以
上の学生が誤答している。 

 
 

問３ 次の集合を｛** | ---- ｝の形で表せ． 
    (1)  iIi A�U   (2)  iIi A�I    （正答率 共に 45%） 
  
   正答は、(1) }..|{ iAxtsIix ��� ，(2) },|{ iAxIix ��� である。指導前の段

階では、14%の学生しかできていなかったことを思うと、正答率 45%は指導の効果といえ
る。しかし、まだ半数以上の学生が誤答していることから、指導の改善が求められる。 

   誤答では、 }|{ iAxIi ��� ， }|{ iAxIi ��� や、 }|{ IiAi � のように、｛** | ---- ｝の
「**」の部分に 元 以外のものを持ってきているものや、「----」の部分で�と�を逆にし
ているものなどがあり、�と�の意味や、｛** | ---- ｝による集合の表し方にまだつまず
きが見られる。 
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問４ X ：集合 S： X の部分集合とする．次の集合はどのような集合か． 
自分の言葉で述べよ． 

               }|{ SAXA ��  

     
正答は「Sを含む Xの部分集合全体からなる集合

．．．．．．．．
」であり、この集合は、集合を元にも

つ集合である。しかし、全体からなる集合
．．．．．．．．

を意識して答えられていたのは全体のわずか 6%
で、残りの学生は、{ } がないときの意味を答えていた。 

    それらの学生の解答は主に次の 3つに分けることができる。  (全体に占める割合) 
(a) 「Xに含まれ、Sを含んでいる集合」        ――  9% 
(b) 「Aは、Xに含まれ、Sを含む」          ――  40% 
(c) 「Aは Xの部分集合で、Sは Aの部分集合である」 ――  18% 

   (a)と(b)の学生は、ともに、Aが主語になっているのが共通点であるが、(a)の学生は、‘A’
という記号を用いていない。これは、集合記号を表す際の、代表記号としての文字の意味

を理解しているものと考えられる。また、(c)の学生は、ただ単に SAX �� の状況を言

葉にしただけにすぎず、 SAX �� が Aの満たす条件であることをわかっていない。 
 
 
 問５ BAf o: ；写像とし、 BB �' とする。  

}')(|{)'(1 BafAaBf �� �
を、自分なりに図示せよ。 

 

 

 

 

 
      

正しい図は、図 3-4-1や図 3-4-2であり、矢印の向きが違う図 3-4-3は誤答とした。２，
３回生に調査したときには、矢印の向きが逆になっている図は見られなかったが、この

問題では多く見られた。その理由は、問題文にある‘
1�f ’によって、逆像と逆写像が

混乱したものと考えられる。（２，３回生の問題は ker f =^ `'1)(| GafGa  �  であった。）

)'(1 Bf � を集合として表現し、かつ、矢印の向きまで正しい図をかいた学生は全体の19%
にすぎなかった。 
そこで、 }')(|{ BafAa �� を「集合」として表現しているのか、「元」として表現して

いるのかで、図を分類した結果、集合として表現している学生が全体の 28%，元として
表現している学生は 53%であった。（図 3-4-1～3-4-6） 
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＜集合として表現している図＞ 

   
 

＜ひとつの元として表現している図＞ 

     

 
 
第 5 節  実践対象学生と非対象学生の比較 
 

１．比較の方法 
第一次教育実践の対象学生と、非対象学生との、代数学の内容の理解の差を見ていくことに

する。非対象学生として、同じ学部学科の、過去の代数学の受講生をとりあげる。またⅠ章で

述べたように、実践の対象学生が入学した年（H19年度）から代数学 Aの内容が変わっており、
実践の非対象学生は、代数学 Aで対称群を中心に学び、集合論を学んでいない学生である。 

 
・ 実践対象学生 －H19年度入学 中学校数学専攻，小学校数学専攻の学生 
・ 実践非対象学生－H17年度入学 同上 
         H16年度入学 同上 

   
代数学の内容理解をみるために、定期試験(*)の結果を取り上げる。取り上げた定期試験は次

の４つである。 
第１回試験 ―- ２回生前期開講 代数学 B    中間試験 
第２回試験 ―-      同上    代数学 B   期末試験  
第３回試験 ―- ２回生後期開講 代数学演習(**)  中間試験 
第４回試験 ―- ２回生後期開講 代数学演習(**)  期末試験 
(*)  H20，H18，H17にそれぞれ実施されたもの。毎年出題される問題は、まったく同じではないが、内

容や難易度に大差はない。実践対象者が受けた試験はH20年度実施分 
  (**) 代数学演習は、２回生後期開講の科目で、その内容は代数学 Bの続き（環論）となっている。 
  
  第一次教育実践は、２回生前期開講の代数学 Bまで行ったが、その後の代数学の理解との関
係を見るために、２回生後期開講の代数学演習の試験も取り上げた。 

 

図 3-4-1 図 3-4-2 図 3-4-3 

図 3-4-5 図 3-4-6 図 3-4-4 
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上記の試験を、次の２点から分析する。 
  ・ 各試験における得点者数の分布 
  ・ 同一問題における、学生の答案の記述 
 
２．各試験における得点者数の分布 
まず、次項の表の受講生の数をみると、実践対象学生である H20 年度は、H18 年度、H17
年度に比べ、小学校数学専攻の学生にとって選択科目である代数学演習の受講生が、約１０名

多くなっていることがわかる。 
表を横にみると、試験ごとの、実践対象学生と非対象学生の得点者数の分布の違いを見るこ

とができ、縦にみると、同一学生の得点者数の分布の移り変わりを見ることができる。非対象

者の分布はいずれも、第２回試験、第３回試験と、試験の内容がより専門的になるにつれて徐々

に左肩上がりになり、０-３０点以下の学生が圧倒的に多くなることがわかる。それに比べて、
実践対象学生は、徐々に高得点を取るものが増え、第３回試験では、３７名中１１名，４分の

１以上の学生が、９１-１００点をとっている。 
しかし、第４回試験の結果は、第３回試験までの結果とは異なっている。非対象学生である

H18年度と、H17年度の分布に大差はないが、左肩上がりだった分布が少し均一になっている。
それに対し、実践対象学生の分布は、低得点者が非常に多い左肩上がりの分布になっている。

これには、この講義の単位がとれるかどうかといった、学生の心理も作用していると考えられ

る。つまり、中間試験で高得点が取れれば、期末試験はある程度点数が低くても、単位は取得

できるだろうという安心感があり、逆に、中間試験が悪ければ、期末試験で得点をとらなけれ

ば単位が取得できないため、試験勉強を頑張る傾向にあると考えられるのである。 
このような、学生のモチベーションなどが関係していると考えられるが、それでも、実践対

象学生の第３回試験のように、受講生の４分の１以上の学生が９割以上の高得点を取るという

結果は他にはない。このことから、集合と命題の否定など、高校で扱われていない内容との差

を埋め、記号表現の指導や、抽象的な概念の具体例を与えるなどした実践は、効果的であった

と考えられる。しかしながら、単位の取得にかかわらず、代数学に対する学生の意欲を維持し

続けることには課題が残った。また、試験前の学生の質問には、証明の意味や論理の構造がわ

からないといったものが中心であったことから、自分で与えられた証明を理解し、また、未知

の証明を考える力をつけることには、課題が残ったといえる。 
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注）すべてのグラフにおいて、横軸は満点を 100としたときの得点、縦軸は人数を表している。 
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図 3-5-7 図 3-5-8 図 3-5-9 

図 3-5-4 図 3-5-5 図 3-5-6 

図 3-5-10 図 3-5-11 図 3-5-12 
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３．答案に見られる記述の分析 
次に、学生の答案の記述を見てみよう。ここでは、第４回試験において、H20 年度と H17
年度に共通して出題された、次の問題に対する学生の答案を取り上げることにする。 

 
 
 
 
 
 

 
この問は、剰余環に演算が定義できることを示す問題で、講義で扱われている内容の中でも

非常に重要な問題である。しかしこの問は、代表元が異なっても、集合としては同じになるこ

とがあるという剰余類の性質を理解していなければ証明することができず、学生にとっては難

易度の高い問題となっている。 
証明の大まかな流れとしては、演算とは‘写像’であることから、演算を写像に置き換えて、

写像の定義「①任意の定義域の元に対して②値域の元を③ただひとつ対応 させたもの」を満た
しているかを調べればよく、ここでは、‘③ただひとつ対応している’ことの証明がポイントと

なる。この証明に対する学生の答案は、次の４種類に分類した。 
 
・ 正しい答案（○） (図 3-5-13) 
     
・ ③の証明の一部に誤りがある不十分な答案（△） 
    
・ 「演算とは写像である」ことをおさえられているが、③が成り立つことを明らかとしてし

まっている。（×１） (図 3-5-14) 
・ 「演算とは写像である」という表記もなく、でたらめな答案（×２）(図 3-5-15) 

 
それぞれの年度における学生の答案を、以上の４種類で分類したのが次の表である。 

 

答案の種類 

実践対象学生 
H20年度受講生 
４０名 

非対象学生 
H18年度受講生 
２６名 

非対象学生 
H17年度受講生 
３０名 

○ １２ １ １１ 
△ ７ １ ２ 
×１ １３ １ ２ 
×２ １１ ２３ １５ 
※ ３２ ３ １５ 

  ※の人数は、演算とは写像であることを理解していると考えられる学生数を表している 
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この表からわかるように、正しい答案を書いている学生は、H18年度の受講生は１名と少な
いが、実践対象学生とH17年度の受講生の間に大差は見られなかった。このことから、ポイン
トとなる剰余類の性質を分かっていない学生の数は、非対象学生と変わらないことがわかる。 
しかし、実践対象学生の誤答２４のうち１３は、図 3-5-14のように、演算とは写像であるこ
とを押さえたうえでの解答となっている。非対象学生は、その点すら押さえられていない図

3-5-15のような答案がほとんどであったことから、演算の定義が登場した１回生後期の段階で、
具体例を用いてその意味を説明した指導が効果的であったといえる。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

図 3-5-13 正しい答案 ○ 
 

図 3-5-14 「演算とは写像である」ことがおさえられている ×１ 
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第6節 実践のまとめ 

 
第一次教育実践のポイントは、次の点にまとめることができる。 
 講義内容  

・ ‘集合’を一から扱っている。 
実践時間の進行の仕方 
・ 練習プリントを作成し、学生になるべく多く発言させ、演習に参加させる。 

実践で扱った内容 
・ 各内容に見られる難しい記号表現の説明と練習（図と言葉による説明の重視） 
・ 命題の否定「または，かつ，すべて，ある，Pならば Q」 
・ 抽象的な概念の具体例の提示 
・ 証明の必要性と、証明の意味 

   ※また、練習問題の抽象度は、「日常的な内容→高校の数学レベル→大学の数学レベル」と

いうように、徐々にあげるようにした。 
 
実践の結果、第４節でまとめたように、命題の否定や記号表現の理解に一応の成果が見られ

た。さらに第５節から、演算の定義や群を理解し、記号を用いて証明する力にもつながった。

つまり、‘具体例の提示’ や、‘記号の使い方や意味の丁寧な説明（図と言葉による表現の重視）’
を組み合わせて指導することが、抽象的な内容の理解力や表現力を養うために、有効であるこ

とが明らかとなった。 
また、群に入る前の準備として、‘集合’が講義内容に組み込まれたことも、非常に有効であ

ったといえる。 
しかし事後調査の結果などから、学生の理解には、いくつかの課題が残された。まず、単射

の定義や、逆像の理解はまだ半数以上の学生に課題が見られる。記号で表現された内容を、図

や言葉を用いて自分で表現しなおす力も、７から８割程度の学生に課題が見られる。記号表現

についても、以下の表現に対するつまずきを払拭しきれていない。 
 

図 3-5-15 でたらめな答案 ×２ 
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・ 集合を｛**| --- ｝のように記述すること 
・ 添え字を用いて表現された集合の理解 
・ 全称記号(� )と存在記号(� )  

 
そこで、上の３つの記号表現に対するつまずきの、根本にある原因について考察する。 
集合を｛**| --- ｝のように記述することにおいては、 }|)({)(Im AaafAff �  ではわ

からなかった学生が、 )}(),(),(),({Im 4321 afafafaff   と表現されると理解できた。ま

た添え字を用いて表現された集合 iIi A�U も、 }3,2,1{ I のとき、 321 AAA �� と表現され

ると理解できたことから、学生は、 Aa� や Ii� の a  や i  を具体的な集合の元に戻すこと
ができないと考えられる。 

事後調査の 問４ }|{ SAXA �� や 問５ }')(|{)'(1 BafAaBf �� �
でも、{ }の中の 

A  や a  をそのまま解答にかく学生が５割を超えていることから、A  や a  は、あくまで代
表として置いているだけの仮の姿であることが理解できておらず、条件を満たす元がたくさん

あるという状況を具体的にイメージできないのだと考えられる。 

�と�の使い分けができないのも、そもそも、�や�を添える文字( aや xなど)が、どのよ
うな元を表しているのか、具体的に考えることができないためと考えられる。 
つまり、上の３つのつまずきの根本に、‘元を抽象化した文字を具体化できない’ことが原

因としてある、と考えられるのである。 
 
‘元を抽象化した文字’について説明しておく。Ⅱ章の第 2節の中で、記号や文字で表され
た元は、「定数、相対定数、変数」に分類されることについて説明した。 
  定数の例として、‘１’をあげていたが、これが、ひとつあるものを抽象化して表現したもの

であることは、Ⅱ章の第 1節で述べている。相対定数や変数についても、集合の中のひとつの
．．．．

元である
．．．．

という側面のみを抜き出し、それを目に見えるかたちにするために文字で置いたと考

えられ、やはり抽象化して表現したものと考えられる。 
  集合の任意の元を文字でおいた場合は、変数である。任意に元をひとつ取り出すのは、集合

の中の個々の元がもつ性質の中から、すべての元に共通する性質を明らかにしたいからである。 
高校の数学でも、任意の元を文字で置いて証明を行ってきた。ただ、高校で扱う集合は数集

合がほとんどで、文字で置かれているものは数を表しているということがわかったが、大学の

数学では、扱う集合自体が最も抽象的な集合であるため、文字で置いた任意の元の正体がはっ

きりしない上に、もともとの元も文字で表されているため、文字で表される元をさらに文字で

置くことになる。つまり、もともと抽象化されている元を、もう一度抽象化することになる。

このことも、学生の理解の妨げになっていると考えられる。(図 3-6-１) 
そこで、元を表す文字の意味理解に関して、‘元の抽象化と具体化’に重点を置き、第二次教

育実践にあたることにした。第二次教育実践では、これに加えて、図と言葉による表現そのも

の(単なる記号表現へのステップではない)をより重視し、写像に関する内容の説明も修正して
いる。 
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  また、第二次教育実践では十分に扱えていないが、代数学の試験に見られる学生の答案から、

命題の証明方法の理解にも課題が見られた。 
  図 3-6-2 のように、群をなすことの証明のひとつである結合法則の証明は、全称命題の証明
であり、集合から元を任意にとってきて証明する必要があるが、具体的な元をとってきて証明

をする学生が全体の１割いた。逆に、非可換の証明は、存在命題の証明であり、可換でない具

体例をひとつあげればよいが、任意に元をとってきている学生が全体の８割に達した。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3-6-1 

図 3-6-2 
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（補足）練習プリントに対する学生の評価 
 
作成した練習プリントの難易度については、「ちょうどよかった」と答えた学生が 60.7%、「ど
ちらかといえば難しかった」，「どちらかといえば簡単だった」と答えた学生が同じくらいだっ

たことから、今回の実践で作成したプリントの内容は、第二次教育実践にあたり大きく変更し

なくてよいといえる。しかし、「簡単だった」と答えた学生や、難しい問題だけ説明すればよい

といった感想もあったことから、プリントにもう少し難易度の高い問題を入れ、授業中の説明

もポイントのみに絞って、学生自身でできるところは任せられるよう、解答・解説を全問に加

えるのがよいと考えられる。 
 
学生のプリントに対する評価 

 

i) プリントは役に立ったか（56人中） 

１ とても役に立った・・・39人 

２ どちらかといえば役に立った・・・15人  

３ どちらかといえば役に立たなかった・・・1人  

４ ほとんど役に立たなかった・・・1人 

 

「役に立った」主な理由 

    ・具体例があってイメージしやすい・・・27人 

・復習・テスト対策になる・・・18人  

・つまずいたところや、あやふやだったところを理解できた・・・11人 など 

（「役に立たなかった」の 2人はコメントがなかった） 

 

ii) 難易度について（56人中） 

１ 簡単だった・・・2人 

２ どちらかといえば簡単だった・・・11人 

３ 丁度よかった・・・34人 

４ どちらかといえば難しかった・・・9人 

５ 難しかった・・・0人 

 

iii) その他のコメント（コメント数２４） 

・進め方が遅かった・・・６人 

・もっと問題を増やしてほしい・・・６人 など 
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図 3-6-1 
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Ⅳ． 第二次教育実践 

－元の抽象化と具体化－ 
 本章では、前章の第一次教育実践を受けて、元の抽象化と具体化に焦点をあてて行った教育実

践について報告する。 

 

第１節 認識調査 
 認識調査は２問で構成されている(資料4参照)。以下、それらを調査問題１､調査問題2とする。 

 

１． 目的と方法 
（１）調査の目的 
調査問題１ 
・  集合の元を抽象化した文字に対する認識を明らかにする。 
・ ‘任意’の意味を理解しているかを明らかにする。 

調査問題２ 
証明に用いられている‘元を抽象化した文字’の具体化に関する認識を明らかにする。 

・ 文字の表す元は証明が終わるまで変わらないことを理解しているか 
・ 証明中の元の取り方が異なることを理解しているか 

さらに、上記 2つの問題と、代数学の理解との関係を調べることも目的に含めている。 
（２）対象と実施日 
対象： 大阪教育大学 教育学部         計  1回生（51名），2回生（50名） 

中学校教員養成課程 数学専攻        1回生（14名），2回生（15名）  
     小学校教員養成課程 理数生活系 数学専攻  1回生（37名），2回生（35名）  
実施日： 1回生 H20年 6月 30日， 2回生 H20年 7月 7日 
 

２． 調査の内容 
（１） 調査問題１について 
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  集合の元を抽象化した文字の認識に関して、次の 2つの仮説がある。 
 仮説１：複数の数字や文字で表される数や元を抽象化したものを、ひとつの文字で置くこと

に抵抗があるのではないか 
仮説２：集合の元が未知の場合（文字で表されている）に混乱するのではないか 

 
そこで、集合 Aから Dを以下のように設定した。 
集合 A－自然数ばかりの元からなる集合  集合 C－複素数ばかりの元からなる集合 
集合 B－実数ばかりの元からなる集合   集合 D－元の正体が未知の集合 

（実際、代数学の群論では、元の正体が未知の集合を扱う。また、集合の２つの元 21 ,dd に演

算を行ってできる元を 21dd と表し、それをひとつの元とみなす力が求められる。） 
 
また、1 回生には‘任意’という言葉や全称記号(� )自体を知らない学生がいる可能性があ
るため、問題文では、あえて‘任意’や�の使用をさけた。‘任意の元’の代わりに、‘無作為
に選んだひとつの元’という表現を用いることにした。 

 
（２） 調査問題２について 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（ただし、３つ目の質問は意図を反映した表現ではなく、今回は分析の対象としていない） 
 
高校の数学 A では、「すべての奇数は２乗しても奇数である」ことの証明を、次のように行
っている。 
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この証明は、次の２段階にわけてとらえることができる。 
 

 
 
 
 
 
 
 
「Ⅰの段階では、nと kの値は固定されている」というのは、アの’n’とイの’n’は同じ奇数を表
しており、①の’k’と②の’k’も同じ整数を表しているという意味である。つまり、Ⅰの段階では、
あくまで何かひとつの奇数の２乗が奇数であることを言っているにすぎない。しかし、そのひ

とつの奇数の選び方が任意であったことから、すべての奇数について、２乗した数も奇数であ

ることが分かるのである。 
  また、nと kの元の取り方も異なる。nは奇数全体の集合から自由にとってくることができ
るが、kは nの取り方に依存して決まる特定の整数である。大学の記号でいうと、 

� n(：奇数)について �k(：整数) s.t.  n=2k+1 
となり、kの取り方は任意ではない。 
これらのことを学生が理解しているかを確認するため、上のような問題を作成したが、3 つ
目の質問は、質問の意図を反映した表現になっておらず、不適切であった。 

 
３． 調査問題１の結果と考察 
以下で用いる言葉について、次の２つを注意しておく。 
「正解」―「全ての元に○をしている」 
「不正解」―「○をしている元としていない元がある」または「‘？’を記入している」 
よって全問正解は次のような解答のことを言う。（図 4-1-1） 

            
（１）解答の分類 
  表 4-1-1 

 全問正解 全問‘？’を記入 その他 
1回生(51) 4 (8%) 23 (45%) 24 (47%) 
2回生(50) 23 (46%) 3 (6%) 24 (48%) 

Ⅰ 

ここで、nは任意の奇数を表しているから、 

全ての奇数は、２乗しても奇数であることがわかる。 

Ⅱ 

Ⅰの段階では、nと kの値
は固定されている。 

図 4-1-1 
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   図 4-1-2 からわかるように、全ての問題に正解した学生の数は、1回生では 4 名しかいな
いが、2回生では約半分の 23名に増えている。集合から無作為に元を選んでいるのだから、
どの元も‘ｍ’とみなすことができるということは、わかっている人にとっては明らかであ

るが、自信のない人は、問題文に惑わされたであろう。その分、しっかり理解しているのか、

それとも理解が曖昧なのかをはっきりさせることができたと考えられる。 
また、全ての問題に‘？’を記入した学生が、1回生では 23名と多く、2回生では 3名と
少ない。このことから、大学入学後 3ヶ月が経過した大学 1回生は、問題文にある数学的な
言語表現の意味を理解するのが困難な段階にあると考えられる。（2回生になると、全問‘？’
にした学生が 3名に減少するのは、1回生の後期から 2回生の前期にかけて、代数学 Aと代
数学 Bや、その他の数学の講義を受講したことにより、数学的な言語表現に慣れたことが原
因と考えられる。） 

 
（２）「その他」の学生について 

その他の学生（1，2回生ともに 24名）のうち、集合 Aに正解している学生は、1回生が
17名、2回生が 19名であった。集合 Aに不正解の学生（1回生 7名，2回生 5名）で、他
の集合に正解している学生はいなかった。（つまり、これら合わせて 12名の学生は、全問‘？’
を記入しているわけではないが、全問不正解の学生であった。(例：図 4-1-3，4-1-4)） 

 

          
図 4-1-3 図 4-1-4 

図 4-1-2 
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そこで、集合 Aに正解している学生を、さらに次の４つに分類し、その内訳を表 4-1-2に示
す。 

（a） 集合 Aのみ正解、集合 B,C, Dは不正解 ( 図 4-1-5 ) 
（b） 集合 A,Bに正解、集合 C, Dは不正解 
（c） 集合 A,B,Cに正解、集合 Dは不正解 
（+）  その他（集合 A,Cは正解だが、集合 B,Dは不正解 など） 

      
表 4-1-2 

 (a) (b) (c) (+) 合計 
1回生 10 1 1 5 17名 
2回生 11 2 3 3 19名 

 
集合Aに正解している学生のうち、集合Aのみ正解で残りは不正解という(a)の学生が、1，

2 回生共に半数以上をしめており、(b),(c),(d)の学生の数には大差が見られないことから、集
合 Aと集合 B,C,Dの間には大きな差があるが、集合 B,C,Dの間にはそれほど差がないこと
がわかる。つまり、‘ｍ’と置くことに関する仮設２「もとの元が数であるか未知であるか」

は、学生の捉え方にあまり影響していないと考えられる。 
集合 A ですべての元に○をしていた学生は、「無作為に選ぶ」ということに関して、おお
むね理解していると考えられるが、集合 B,C,Dで不正解のため、その理解が不十分であると
言える。（それに対し、全問‘？’を記入しているわけではないが、全問不正解だった 12名
の学生は、「無作為に選ぶ」の意味がまず理解できていないと考えられる。） 
ではなぜ集合 B,C,Dで不正解だったのか、仮説１「複数の数字や文字で表される数や元を
抽象化したものを、ひとつの文字で置くことに抵抗があるのではないか」を検証するため、

不正解のうち、○をしている元としていない元がある答案について、各集合の中で 1番目と
2番目に多かった解答を次に記す。 

 
  ・集合 B （解答数 29） 

○をしている元  2, －1, 103 （8名）， 2, －1, 103,0.2（6名） 
   ・集合 C （解答数 32） 
     ○をしている元  －3 のみ（13名）， iiii 23,31,2, ���� （6名） 
   ・集合 D （解答数 24） 
     ○をしている元  21 ,dd （9名）， 1221 , dddd （3名）， 21 ,dd , 1221 , dddd （3名） 

図 4-1-5 (a)の学生の例 
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   ○をした元を見てみると、集合 Cでは－3のみ、集合Ｄでは 21 ,dd のみの解答が最も多く、

集合 Bでも、 に○をした学生が 29名中 5名と少なかいことから、仮説１が正しい可能性
もあるが、集合 Cでは iiii 23,31,2, ���� に○をしている解答も多く、集合の中の元を何

か共通の性質をもつもの同士に、単に仲間分けしただけの可能性もあり、現時点では仮説１

の検証はできない。 
 
（３）2回生の解答と代数学の成績との関係について 

2 回生に調査を行ったのは、前期の終わりごろであった。この時点での彼らの認識と、そ
の後の彼らの代数学の成績との関連を見てみることにする。代数学の成績は、2 回生後期開
講の代数学演習における、第 1回試験結果（H20,12月実施）を扱うことにする。 
                          前期に調査を行った 50 名のうち、

38 名が後期開講の代数学演習を受講
している。（代数学演習は、中学校数

学専攻の学生は必修であるが、小学校

数学専攻の学生は自由選択のため、受

講しなくても良い。） 
 
代数学演習を受講しなかった 12 名の学生の認識調査の結果を見てみると、認識調査に全

問正解したのは 2名で、残りの 10名が不正解であった。前期受講していた代数学 Bの試験
も、高いもので 4割の得点率、3分の 2にあたる 8名の学生が 3割に満たない得点率であっ
た。 
代数学演習を受講した 38名は、全問正解したのが 21名で、残りの 17名が不正解であっ
た。試験との関係について、認識調査に正解した 21 名の試験の平均点は 112 点であるのに
対し、不正解であった 17名の平均点は 77点であった。この試験の得点者の分布を示した図
4-1-6を見てもわかるように、112点は成績上位にあたる。 
以上のことから、認識調査に正解した学生は、不正解の学生に比べて、代数学の内容をよ

く理解していると言える。 
 

 
 
 
 
 
          

 
 
４． 調査問題２の結果と考察 

各質問について、1 回生と 2 回生の解答を分類したものが、図 4-1-7 である。図 4-1-7 か

認識調査  
全問○ × 

代数学演習 非受講生 
12名 

2名 10名 

代数学演習 受講生 
38名 
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※（ ）内は試験の平均点 

3
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図 4-1-6 試験の得点者の分布 

表 4-1-3 
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らもわかるように、1問目の kの値については、1，2回生共に、80%以上の学生が正答して
いるが、2問目の nの値になると、１回生で約 60%、2回生で 70%と正答率が下がる。この
ことから、「まず任意に選んだひとつの

．．．．
奇数について、２乗しても奇数であることを示し、そ

の選び方が任意であったことから、すべての奇数について成り立つと言える」という２段階

の証明の構造の理解が曖昧な学生がいると考えられる。（3問目は問題文が不適切であったた
め、この問題では kが nに依存して決まる特定の整数であることをわかっているか確かめる
ことはできなかった。） 

           

調査問題２
　１問目　　　      　 　２問目　　　　　        ３問目

52 42

34
35

9 8

4
5

21
14

44 40

3 4 4 2 6 3

0%
10%
20%
30%
40%
50%
60%
70%
80%
90%
100%

1回生2回生 1 2 1 2

正答 誤答 ？
 

また、この問題に関しても、調査問題 1と同様に、代数学の成績との関係を調べたが、こ
の問の 1問目と 2問目に正解しているからといって、代数学の成績がいいとは言えなかった。
従って、現時点では、この内容と代数学の内容理解との関係は明らかではないが、元のとり

方の理解や証明の構造の理解は非常に重要なので、調査問題 1の内容と合わせて、実践の内
容に取り入れることにする。 
 

５． まとめ 
 
調査問題１，２からわかったことは、次の４点にまとめられる。 
① 「無作為に選ぶ」や「元を抽象化したものを文字でおくこと」をよく理解している学生

は、2回生では約 50%、1回生では 10%に満たない。 
② 1回生では、全問‘？’にした学生が約半数を占めることから、大学入学後 3ヶ月が経
過した時点では、問題文のような数学的言語表現の意味を理解するのが困難な段階にあ

ると考えられる。 
③ 「無作為に選ぶ」や「元を抽象化したものを文字でおくこと」を理解している学生ほど、

代数学の内容を理解している。 
④ 証明中の文字について、文字が表している元に対する理解が不十分な学生が１回生で

40%，２回生で 30%いると考えられる。 
 
文字や記号を用いて表現する上で、集合の元を抽象化し、それを文字で置くことはもっとも

基礎的なものである。しかし、認識調査の結果から、任意の元を文字で置くことに対する学生

図 4-1-7 



 

 - 57 - 

の理解がいかに不十分であるかが明らかになった。さらに、この問題に正解している学生ほど、

代数学試験の得点が高いことから、代数学を理解するために必要な内容であることもわかる。

また、文字を用いて行う証明の構造の理解も、不十分な学生がいることがわかった。 
今回の調査でまだ明らかになっていない次の点を、今後の教育実践の中で明らかにしていく。 
 
１） 調査問題１で１回生の約半数が？をつけた理由は何か 

（問題文のどの表現・言葉がわかりにくかったのか） 
２） 調査問題１で○をつける元とつけない元を区別した学生は、何を考えてそうしたのか 

（仮説１「複数の数字や文字で表される数や元を抽象化したものを、ひとつの文字で

置くことに抵抗があるのではないか」の検証） 
３） 調査問題２で確かめられなかった元の取り方について、学生はどのような認識を持っ

ているのか 
 
 
第 2 節 教育実践 

１． 目的と方法 
（１）実施日・対象 
   日時：H20年 10月 6日，11月 28日 （それぞれ 40分ずつ） 
   対象：大阪教育大学 教育学部 
     中学校教員養成課程 数学専攻        1回生（15名） 

小学校教員養成課程 理数生活系 数学専攻  1回生（38名） 
その他の回生・学科                （17名） 

（２）指導内容 
テーマ１：抽象化した元を文字で置くことと、任意の意味 (元の抽象化) 
テーマ２：文字で表された元の取り方と証明の方法について (元の具体化) 

（３）目的 
テーマ１：任意の意味と抽象化した元を文字で置くことについて理解し、認識調査Ⅰの答

えがわかる 
テーマ２：元の取り方の違いと、証明の方法を知り、認識調査Ⅱの答えがわかる 

 
２． 指導内容の構成 
（１）テーマ１「抽象化した元を文字で置くことと、任意の意味」 

集合の任意の元について議論を行う際、個々の元がもつ性質の中からすべての元に共通す

る性質を抜き出した上で、任意にひとつ元を取り出す。Ⅱ章でも述べたように、任意の元を

文字でおくことによって、一般考察が可能となり、理論を進めていきやすくなる。そして、

大学の数学では、扱う集合自体が最も抽象的な集合であるため、もともと抽象化されている

元を、もう一度抽象化することになる。このことも、学生の理解の妨げとなっていると考え

られることは、Ⅲ章で述べたとおりである。 

計 70名 
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このような、集合の元を文字で置くことについて、どのように学生に指導すべきか。 
中学校における文字の導入は、変数として導入すべきであるとの主張がなされており、そ

れが適当であると考える。しかし大学生の場合には、‘抽象化’の意味を十分に理解できる段

階にあり、「文字でおくことは集合の元の抽象化である」との観点から、文字の概念の導入を

はかることにした。 
   任意の元を文字で置くことに関する認識調査１の解答が理解できることを目的とし、文字

の置き方や‘任意’の意味が理解できるようにすることにも注意しながら、テーマ１の指導

に関して次の３つのステップを踏むことにした。 
 

ステップ１：大学で扱う集合は、数集合だけでなく、ありとあらゆる集合に適用できる最

も抽象的な集合であり、その元を表すために文字を用いているのだというこ

とを押さえる。 
ステップ２：任意の元を文字で置くことを紹介し、その有用性を考えさせると共に、文字

で表現することが、抽象化か一般化かを明らかにする。 
ステップ３：以前実施した認識調査の問題を改めて提示し、その文章のひとつひとつの意

味を確認しながら、各集合の全ての元が‘ｍ’とみなせることを押さえる。 
 
ステップ１で、もっとも抽象的な集合とはどのような集合かを理解させるためには、そも

そも抽象化の意味を押さえなければならない。そこで、数学から離れた具体的な例を通して

抽象化の意味を紹介（図 4-2-1，4-2-2）してから、数学における抽象化を考えさせる。それ
と同時に、一般化と抽象化の違いについても紹介する（図 4-2-3,4-2-4）。もっとも抽象的な
集合を教える際には、「抽象化にも段階がある」ということを押さえるために、人や動物の集

合と、数集合やベクトルの集合とを対比させる。また、もっとも抽象的な集合を扱う利点と

して、「その集合の世界で成り立つことを、ありとあらゆる集合に適用することができる」こ

とを注意する（図 4-2-5）。 

      

        

図 4-2-1 
図 4-2-2 

図 4-2-3 
図 4-2-4 
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ステップ２では、この実践のもうひとつ

の目玉である‘任意’の 意味を押さえる

必要がある。‘任意’の意味については、

次のことを理解させることを一番の目的

とする。 
「集合の任意の元について条件Ｐが成り 

立つということは、その集合の全ての元が、

条件Ｐを満たすということと同じである」 
‘任意’と‘すべて’をつなげるために、

‘無作為に選ぶ’という表現を間に入れて

指導を行う（図 4-2-6）。また‘任意’と‘す
べて’の違いとして、‘任意’は 元を何

かひとつ
．．．

とってくる という意味が強いこ
とに触れる。（すべてのことについて成り

立つといいたいときも、基本はひとつひと

つ確かめる。‘任意’はそのひとつひとつ

確かめているというニュアンスをとても

よく出している） 
このようにして、任意の意味を押さえて

から、任意の元を文字で置くことを導入し、その有用性について考えさせる。（図 4-2-7,4-2-8） 
（ここでは、文字で置くことで計算が可能になり、結果として思考の助けになることを例と

してあげる。） 
 さらに、有用性を考えさせた例について、集合の任意の元を (2a, a)などと置いたことと、
抽象化と一般化の関係について考えさせる。(図 4-2-9) 

１ 

２ 

３ 

図 4-2-5 

図 4-2-6 
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ステップ３では、各集合の全ての元を‘ｍ’とみなせることについて、「‘ｍ’という文字

は何でもいい」ということと、「どんな表し方をされていようとも、それ自体がひとつの数、

もしくはひとつの元なのだから、ひとつの文字で置ける」ということを強調する（図 4-2-10）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（２）テーマ２「文字で表された元の取り方と証明の方法について（任意と存在の違い）」 
    

元の取り方の違いを学生に意識させるため、昨年の実践で、20%の学生しか正答すること
ができなかった次の命題の証明を例に、全称記号（�）を使うか存在記号（�）を使うかで、

図 4-2-9 

図 4-2-7 図 4-2-8 

図4-2-10 



 

 - 61 - 

証明の意味が全く異なってくることを理解させる。その際、元を抽象化した文字を具体化す

る活動を意識して取り入れるようにした。 

    

まず、記号でかかれた正しい証明と間違った証明を見せ、何が間違っているのか考えさせ

る（図 4-2-11）。しかし、記号の羅列をただ見ているだけでは、よく分からない。そこで、
正しい証明の意味を、図と言葉の説明を大切にしながら理解させる。（図 4-2-12） 
続いて、存在記号（�）を用いるべき所が全称記号（�）になっていた場合、その意味が
どうなるかを具体的

．．．
な図をかいて
．．．．．．

考えさせる
．．．．．

（図 4-2-13）。そして、任意の元と特定の元と
いう言葉で、元の取り方の違いを説明し（図 4-2-14）、最後に、認識調査Ⅱの解説をする。 

 

  
 

   
 
 

２．実践の結果と考察 
 
（１）テーマ１「抽象化した元を文字で置くことと、任意の意味」 
① 抽象化と一般化の意味について 
学生のレポートから、一般化は‘幅広く通じるものにする’など、大体の意味を理解して

図 4-2-11 図4-2-12 

図4-2-13 図4-2-14 
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いる学生が多いのに比べ、抽象化は‘あやふや，漠然’といったイメージで捉えていた学生

(42名)と、考えたことがなかった学生(13名)を合わせると 70名中 55名になり、正確な意味
を理解している学生は少ない。‘抽象化’の意味としては、‘他のものを捨てひとつのものを

取り出すこと’という表現がわかりやすかったようである。また、「抽象化は数学独自のもの

でないとわかって、素直に受け入れられそうだ」という学生もいることから、数学以外の具

体例を通して抽象化の意味を紹介したのは適当であった。しかし、抽象化と一般化の違いが

微妙で、２つをはっきり区別するのが難しいと書いた学生も６名いる。今回の指導ではまだ、

ひとつひとつの例について、抽象化か一般化かを判断できるほどに理解させることができた

とは言えないだろう。今後も継続して、抽象化と一般化について考えさせていくことで、よ

り理解を深めることができると考える。 
 ＜学生のレポートから＞ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

抽象化の意味 
＜実践前＞ 

・聞いたことはあったが、全く意味は知らなかった・深く考え

たことがなかった（１３） 

・曖昧な様子（１７） 

・具体的でないもの（１２） 

・あやふや、ぼやぼや、ばくぜん（１３） 

・物事を極端に端的に表して様々な形に変化させること（１） 

・ある程度しぼりこんだものを選ぶこと（１） 

・国語で習ったことがある（２） 

＜実践後＞ 

・他のものを捨て、ひとつのものを取り出すこと（１８） 

・共通のものを抽出すること（６） 

・ひとつの側面に注目すること（２） 

・抽象に‘抽’が使われている意味が分かった（１） 

一般化の意味 
＜実践前＞ 

・よくわかっていなかった（３） 

・一般的なものにする（７） 

・広くみんなが納得するようにすること，わ

かりやすくすること（７） 

・幅広く通じるもの，例外をなくす（７） 

・共通していることを表すこと（５） 

・文字とか式で表したもの（５） 

・誰もがわかること（４） 

＜実践後＞ 

・特殊的なものをすて共通のものを残す（６） 

・例えば式や法則にまとめること（４） 

・抽象化した後の話かなと思った（１） 

・一般化がよくわからなかった（１） 

その他 
・抽象化と一般化は同じではなく、別の意味を持っていることを知った（１２） 

・もやもやがなくなりきちんと理解できた，わかりやすかった（９） 

・少し分かってきた（９） 

・興味深くなった，奥が深いと思った（６） 

・２つの違いが微妙で、どちらかを判断するのは難しい（４） 

・自分がわかっているのかよくわからない（２） 

・言語の確立化がされた（１） 

・広い視野でみられるようになった。スライドの説明で視覚的に理解できた（１） 

・抽象化は数学独自のものでないとわかって素直に受け入れられそうだ（１） 

・抽象化と一般化は紙一重（１） 
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② 任意の意味について 
任意の意味については、「‘無作為’ではなく‘故意’だと思っていた」が 6 名，「あまり深
く考えたことがなかった」「あいまいだった」と答えた学生が 6名いた。70名中 50名（約 70%）
が‘どれをとっても，ランダムに，適当に’のようにだいたいの意味を理解していた。しかし、

その内半分の学生が、「『どれをとっても＝すべて＝無作為に選んだ＝任意の＝�』という言い
換えがあることを知りより理解が深まった」などと答えていることから、１回生の任意の意味

の捉え方は次の４つに分類できる。 
・任意の意味を複数の表現に置き換えてよく理解できている（35%） 
・任意の意味の理解が不十分である（35%） 
・任意の意味を誤って理解している（10%） 
・任意の意味をよくわからずに用いている（10%） 

(残りの 10%の学生は、記述が見られなかったため、どの捉え方をしているかわからない。) 
 
また、学生のレポートから、以下の 3点が指導内容として効果的だったといえる。 
・ ‘任意’と‘すべて’をつなぐために‘無作為’をいれた点 
・ 色々な表現がすべて同じ意味であることに触れた点 
・ ‘任意’は‘元をひとつとってくる’という意味が強いことに触れた点 

 
＜学生のレポートから＞ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
③ まとめ 
今回の実践のねらいは、認識調査の問題１の答えがわかることであったが、レポートの中

で認識調査についてコメントした 43 名の学生のうち 28 名が、‘問題の意味・答えがよくわ

任意の意味 

＜実践前＞ 

・これまでも「任意＝すべて」と思っていた（１９） 

・どんなものでも，どれでも，何でもいい（１２） 

・自由に選択できるもの，ランダム，適当に（１９） 

・何となく使っていた，あいまいだった（５） 

・‘あるもの’（無作為ではない，自分で選ぶ）と思っていた（６） 

・何か必要とされるもの（１） 

＜実践後＞ 

・「どれをとっても＝すべて＝無作為に選んだ＝任意の＝�」という言い換えがあるこ
とを知り、より明確になった（１２） 

・‘任意’と‘無作為’が同じだということを知った（８） 

・‘無作為に選ぶ’と‘すべての’が同じ意味だということに気づき驚いた（５） 

・‘ひとつとってくる’というのが印象的だった（４） 
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かった，納得した，当たり前だと思った’（※１）等と述べている。また、‘問題の意味・答

えが何となくわかった，少しわかった’（※２）という学生は 5名で、残りの 10名は調査問
題のときに考えていたことのみの記述にとどまり、話を聞いて思ったことに関する記述はな

かった。‘まだ答えがわからない’と書いている学生はいないことからも、ほとんどの学生が、

認識調査の問題Ⅰの答えがわかったと考えられ、実践のねらいを達成することができたとい

える。 
※１ 問題の意味・答えがよくわかった，納得した，当たり前だと思った（28/43） 
（例）「前回の調査のときは、全く意味のわからない問題だと思っていました。けど、今日の話

を聞き終わって、改めて問題を見たとき、『そういうことか！』と思いました。」 
「今回の話で前回の調査問題がすごく簡単なことがわかった。あれだけ 2iや(d2)2を○で囲

んでいいものかと思ったけれど、全て囲んでいいのかと思った。」 
※２ 問題の意味・答えが何となくわかった，少しわかった（5/43） 
（例）「調査のときは何もわからなかったので適当に数字を囲むこともできず、よくわからない

状況でした。今回の授業を聞いて、前の問題が少しわかった気がします。ですが、まだは

っきり言葉にできるほどわかっていないので、これから学んでいきたいです。」 
「前回の調査でどう答えたかはよく覚えていない。覚えているのは『全然わからなかった』

ということ。今回の話で言葉の意味が少し理解できました。ただ、どういう場面で使うか

はわからなかったと思います。」 
 
ところで、分析の時点でまだ明らかになっていなかったのは次の 2点であった。 
１）認識調査Ⅰで１回生の約半数が？をつけた理由は何か 
（問題文のどの表現・言葉がわかりにくかったのか） 

２）認識調査Ⅰで○をつける元とつけない元を区別した学生は、何を考えてそうしたのか 
（仮説１「複数の数字や文字で表される数や元を抽象化したものを、ひとつの文字で置

くことに抵抗があるのではないか」の検証） 
そこで、この 2点を中心に学生のレポートを見ていくことにする。 
まず、１）について、学生がわからなかった表現・言葉は、学生のレポートから次の３つに

まとめることができる。 
(i) 集合，元  
(ii) 無作為に取り出す 
(iii) 元を文字（ｍ）で表す 

 
(i)  集合，元 

   問題文中のわからなかった言葉として‘元’をあげている学生が 10名いた。（※３）その
うち 2名は、「‘元’の意味さえわかれば正答できた」と答えている。高校の集合論では‘元’
ではなく‘要素’という言葉で習っていたことが原因で、調査問題には‘要素’を用いるべ

きであった。「集合は元によって構成されていて、すべてがその集合の元になることがわかっ

た」という感想を書いた学生が 6 名いたことから、‘集合とは何か’や‘元とは何か’とい



 

 - 65 - 

ったことがわかっていなかったようである。これらの学生は、問題文の一行目『Aから Dを
以下のような元からなる集合とする』の意味がわからないので、『各集合の中にある数や文字

すべてが、その集合の‘元’だ』ということがわからず、問題に答えることができなかった

と考えられる。 
 
※３（例）「前回の調査のときは、各円の中の数字のみを見て、なんとか‘元’というものの規

則性を見つけようとしていた。無理に法則を見つけようとせずもっと全体を見ればよ

かった。‘元’を要素と考えると、全てが元であることは当たり前のことだとすごく

納得した。」 
「まず‘元’という単語自体の意味がわからなかったけれど、これが‘要素’を示す

ということを知った。」 
(ii)  無作為に取り出す 

   講義を聞いて、無作為に取り出しているのだから全てに○をできるのだと納得したという

学生が 6 名いた。（※４）これらの学生は、問題文中の『集合から無作為に元をひとつ取り
出したとする』の意味がわかっていなかったと考えられる。従って、この問題の解説の前に

‘任意’や‘無作為’の意味を確認したのは正しかったといえる。 
※４（例）「話を聞いた後にこの問題をもう一度考えてみると、‘無作為に選ぶ’ということは‘す

べて、任意に選ぶ’ということを意味することであるとわかったので、なるほどと答

えがわかった。」 
「変に難しく考えたという記憶があります。‘無作為に’といっているのだから、どれ

でもいいんですよね。今回話を聞いて『あ、そっか』と思いました。」 
(iii)  元を文字（ｍ）で表す 
これは、２）認識調査Ⅰで○をつける元とつけない元を区別した学生は、何を考えてそう

したのか とも関わるので、まず、○をつける元とつけない元を区別した理由に関する 25
名の記述をまとめる。 
イ） 難しく考えすぎた(5)  

    （例）「『全ての元に○』という言葉にまどわされてしまったのを少し覚えています。まさか

全部○とは･･･ よくよく考えてみれば当たり前かと今回の話で思いました。」 
ロ）  とにかく規則性を見つけようとしていた(11) 

    （例）「調査する理由が全くわからなかった。『偶数の集合を選ぼう』とかを勝手に考えてい

た。調査した理由がわかった。」 
「調査問題を以前やった時、どのように考えたらいいのかさっぱりわからなかったこと

を覚えています。わからないながらも、例えば B の集合の中では－１だけが負の数
だからみなすことができないだろう（中略）と考えていました。勝手に‘ｍ’に制限

をつけて考えてしまっていたのです。今回正解を聞き、納得もできたしとても当たり

前なことだなぁと思いました。しかし、以前のように問題を出されると、どうしても

当たり前なことを忘れがちになるので、もっと純粋に考えたいです。」 
ハ）  ‘ｍ’と置くことに疑問があった(7)  
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ニ）  問題の意味がわからなかったので適当に○をした(2) 
 

○をつける元とつけない元を区別した理由としては、‘難しく考えすぎた’や‘あまり深く

考えずとにかく規則性を見つけようとしていた’という学生が合わせて 16 名と多く、仮説
２と関係する ハ）の学生は 7 名でそれほど多くないが、これらの学生がどのように考えて
いたのか、彼らの記述を見てみよう。 
z 「何かを‘ｍ’で表すと、他の数は‘２ｍ’や‘ｍ＋□’と表すから、全てを‘ｍ’と

表すことが出来るとは考えなかった気がする。しかし、今回の話を聞くことによってか

なりｍと表せることについて理解を深めた。」 

z 「  とか、 21dd を‘ｍ’で表すことができるのはなんとなく理解できるが、1+3i を
‘ｍ’で置くことに少し抵抗があった。今回の話を聞き、やはり 1+3iもひとつの数であ
るから‘ｍ’で置けるのだなぁと納得しました。」 

z 「それぞれの集合に含まれる元について、共通の性質をもつものを‘ｍ’とまとめるこ

とができると考えていて③の問題などは整数と複素数のどちらか一つのまとまりの数に

○をつけるのかと思っていました。今回話を聞き、ｍは集合に含まれる元すべてになり

うることがわかりました。」 

z 「とりあえず規則性だけを考えて共通点ばかり探していた。目の前の記号ばかりにとら

われていたけれど、根本的なものから考えられるようになったと思う。」 

z 「（前略）今回の話によって、数字だけでなく複素数や文字でもｍとみなせることがわか

りました。」 

 

これらの記述から、元を文字で表すことや、文字で置くことについて、‘共通の性質を持つ

もののみ同じ文字で表せる’や‘1+3i はひとつの文字では置けない’‘数字以外はｍとおけ
ない’のように、それぞれが勝手にルールを作っていることがわかる。しかし、‘ｍ’と置く

ことに関して、‘どんな表し方をされていてもそれ自体がひとつの元であるから、ひとつの文

字で置ける’という説明で、これらの学生が理解できたと述べている。仮説１の「複数の数

字や文字で表される数や元を抽象化したものを、ひとつの文字で置くことに抵抗がある」と

いう学生もゼロではないが、複数の数字や文字で置かれている数や元を、ひとつの数もしく

は元と見れていなかった学生や、元を文字で置くことの必要性や意味（この問題の場合は、

任意に取り出した正体のわからない元を表すための表現手段のひとつ）を理解していない学

生が多いということがわかった。 

 

ところで、前回の調査で全問正答した学生が 4名いたが、その 4名中 3名が次のように書
いている。 

・ 前回の調査では問題文を読んでも意味がわからなかったし、何がなんだかわからないまますべて‘ｍ’

と見なすことができるんじゃないかと考えていました。今回の話で‘元’の意味を知ることができ、前

回ぜんぜん意味がわからなかった問題の意味がわかるようになりました。 

・ 前回の調査で全てに○をつけた気がしますが‘抽象化’，‘一般化’を理解せずの解答だったので今回

3
2  
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の話で問題の意図がなんとなくわかりました。 

・ とりあえず数字だったから全部○をした。 

この 3名の記述を見ると、確信を持って正答したわけではないことがわかる。このことから
も、ますます、1 回生に抽象化した元を文字でおくことや、任意の意味について、整理して
指導する必要があるといえる。 

 
 
（２）テーマ２「文字で表された元の取り方と証明の方法について」 
 ① 結果と考察 

テーマ２のねらいは、文字で表された元の取り方の違いと証明の構造を知り、認識調査Ⅱ

の答えがわかることであり、前半に合成写像の証明をとりあげ、任意と存在の違いに触れた

後、調査問題Ⅱの解説に入った。回収した 55 名の学生のレポートを大きくわけると次のよ
うになる。 

(ア) 前半の証明の解説と後半の調査問題Ⅱの解説が結びつき、任意と存在の違いや証明
の方法をよく理解できた（23名） 

(イ) 前半の証明の解説はよく理解できたが、後半の解説が理解できなかった（12名） 
(ウ) 話の内容全体を難しいと感じ、よく理解できなかった（7名） 
(エ) その他（質問のみ・理解が曖昧を含む）（13名） 

  
(ア)の学生 
任意と存在の違いや証明の構造をよく理解できたという 23 名の学生の中には、ただ単

に、任意の元と特定の元の考え方の違いや、全称記号�と存在記号�の違いがわかっただ
けでなく、※１の(a)と(b)の学生のように、記号や文字一つ一つの役割の重さを実感した学
生もいる。また、話の中で特に、図でかくことの大切さに気づいたという学生(c)や数式の
素晴らしさを知った学生(d)、高校までの証明が機械的であったことに気づいた学生(e)など、
新しい発見や気付きを持つことができた学生も多い。 
※１ 実際のレポートから 
(a) 記号一つで証明などの数学の問題では大きく意味が変わってくることがわかり、文字一つ
かくときにも、気を配ってかかないといけないと思いました。 

(b) 同じように aとかｂとかおいたとしても、使い方によって大きく意味がかわってくること
を、今回の話を聞いて知ることができてよかったです。前やったときはなんとなくで○×

をつけていたけど、今日はちゃんと考えた上で○×をつけることが出来てうれしかったで

す。とても分かりやすかったです。 
(c) 与えられた条件が何であるか、示したいことが何であるかを、図をかくなどして、自分で
しっかりと把握することが大事だなと思いました。 

(d) 様々な言葉で与えられた文をなんとなくではなく、数式で論理的に説明でき、誰もが納得
できる証明が数学ではできる点が、すばらしいと思いました。 

(e) 高校のときはほとんど何も考えずに、機械的に証明をしていたのだなと気づきました。 
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・ 最初、 =��k と定めることができると思ったが、説明を聞いて、 =��n に対して 
  12.. � =�� kntsk となることがわかった。 
・ 数式を日本語で表すのは難しいと思った。正直、上記の 3つ目の質問については理解でき

なかった。だが、後から解説を聞くと、‘なるほど！’と思える。確かに n=7 のときは、
k=3でなければならない。当たり前だと後から思うことが難しいなんて、何だかもどかし
い気持ちになった。 

・ 特定というのが、任意に選んだものに依存しているということがわかりやすかった。 
・ 今まで授業を聞いていても、あまり�とか�の区別を気にしていなかったけれど、ちゃん
としないといけないと思いました。 

・ 「任意の～」といわれたときは、案外ちゃんと理解していることが多いのですが、「特定の

～」という場合はよくこんがらがっていたなと思い、今日の授業でだいぶわかりました。 
・ 今までこんなことを考えたことがなかったので、全てが新発見でした。文字を使って表す

ことは難しいなと思いました。 
 

(イ)の学生 
    前半はわかったが後半がよくわからなかったと答えている②の学生 12名のうち 8名が、

調査問題Ⅱの上 2つの答えはわかったが、3つ目『証明中の①のｋは、すべての整数を代
表している。』の答えがまだよくわからないと述べている（注２(a)(b)）。また、前半と後半
のつながりがよくわからないという学生もいた(c)。‘任意に選んだ元だからこそ、最終的
に全ての元について成り立つといえる’という証明の構造を説明し、証明中の’n’と’k’がず
っと同じ数を表していると説明したのは理解しやすかったようであるが、’n’と’k’の元の取
り方に関する説明がわかりにくかったようだ。問題文の表現『すべての整数を代表してい

る。』は不適切であったため、『証明中の’k’は、’n’が決まるとひとつに決まるから、全ての
整数をあてはめられるわけではない』と説明したのだが、それでも理解しにくかったよう

である。 
注２ 実際のレポートから 
(a) ひとつめとふたつめは私の予想と同じで、先生の解説もよく理解できたけど、最後のコ

メントは、先生の話を聞いても、いまいち納得することができませんでした。もう一度、も

っと詳しく聞きたいです。 
(b) 最後の問題がまだよくわかりません。文字はいつも、条件がない限り、全ての整数を表せ
るような気がしてしまいます。自分が何をわかっていないかも、よくわかっていません。 

(c)  先生の全射についての証明を聞くとすごくわかりやすいのですが、いざ調査問題を読むと  
わからなくなります。調査問題と、全射の証明と、何の関わりがあるか教えてほしい。 

・ 具体的にということですが、少し良くわからないということしか言えません。すみません。

言われてみれば分かるのですが、自分で証明はできないです。 gf の詳しい証明は聞けてよ
かったです。よく分かりました。こんなけしか分からないです。 

・ 何かまだ自分の中で意味があいまいだと感じた。先生のたとえだとすぐ分かるのだが、記号

が出てくると混乱してしまう。 � �)(afg は高校の時も出てきたが、（同じものなのかな・・）
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機械的にといていただけで、意味をまったく理解していなかったので、今更「こういう意味

だったのか」とか思った。 
 

(ウ)の学生 (7名) 
・ 未だに、�と�がしっかり理解できていません。最後の○×の解説がいまいちよく理解で
きませんでした。 

・ 説明を聞きましたが、言いたいことがあまり理解できませんでした。 
・ 今日の話はちょっと難しくてあんまりわかりませんでした。もう少し詳しく説明してほし

いです。 
 

(エ)の学生 (13名) 
・ 難しいけど、先生の言いたいことは若干わかりました。 
・ 言葉のニュアンスっていうのは難しいと感じた。説明を聞くと分かるが、自分で考えろと

言われると難しい。 
・ 証明自体言っていることはわかるのに、細かいところを聞かれるとまったく分からなかっ

た。本当に難しい。 
  
(イ),(ウ),(エ)と答えた学生のために、前半と後半のつながりがより明確になるよう、次

の講義のはじめにもう一度詳しく説明した。 
そこでは、奇数の証明を大学でやっているように記号でかくと、合成写像の全射の証明

の構造と同じになることに触れ、’n’は奇数全体の集合から自由にとってこれる元だが、’k’
は整数全体の集合から自由に取ってこれるわけではなく、’n’が決まるとひとつに決まる。
つまり、’n’の前には�をつけるが、’k’の前に�をつけることはできないのだということを
説明した。それでも、’k’の前に�をつけることはできない理由がよくわからないようだっ
たので、 

n=7とすると、k=3だよね？ 
もし kが任意だったら、全ての整数(･･･－1,0,1,2,3,･･･)について、 
   
7=2(－1)+1 
7=2(0)+1 
7=2(1)+1 
 
が成り立つと言っているのと同じなんだよ。 

と具体的に説明すると、学生がうなずいて納得した様子が見られた。 

 
   ② まとめ 

はじめの実践内容の組み立てで、元の取り方の違いや、証明の構造について理解した学

生は、全体の約 4割で、残りの学生が疑問を残す結果となった。その原因は、前半と後半

… 

… 
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の説明のつながりを明らかにしなかったことと、もし�記号がついていればどのような状
況になるのか、前半の全射の証明時は図で示したが、後半の奇数の証明時には具体的に示

さなかったことであると考えられる。 
このように、指導内容の一層の改善は求められるが、元の具体化について、初めてよく

考えたという学生も多かったことから、図で示して考えさせたり、集合からの元の取り方

の違いを考えさせる必要性は確認できたといえる。 
 
 

第3節 その他の改善点について 
 
第二次教育実践では、元の抽象化と具体化に重点を置いたが、講義の内容に合わせて、「集合，

命題の否定，写像，同値関係，順序関係，演算，群の定義」についても、第一次の改善点を踏

まえながら実践を行っている。 
改善したのは次の点である。 
・ 実践内容の厳選 (練習問題の全てに解答・解説を加える（※資料参照）) 
・ 図と言葉による表現そのもの(単なる記号表現へのステップではない)をより重視 
・ 写像に関する内容の説明の修正(図と言葉による説明を中心に。)  
（※パワーポイントの資料参照） 

 これらの実際の内容については、添付した資料を参照していただきたい。 
 厳選した実践内容と、その他の‘元の抽象化と具体化の指導例’、また、第２次教育実践の事後

調査の結果を、次にまとめる。 
 

１． 実践内容の厳選 
第一次では、練習プリントを学生に宿題として与え、その解説を授業で行う形式をとったが、

第二次では学生自身にできることは任せ、必要なポイントのみ、授業中におさえるようにした。

そのため、練習問題の内容も、前回に比べて一部修正、改善を加えている。また、全ての問題

に対して、解答解説をなるべく詳しく載せている。(資料参照) 
 授業でおさえたポイントは次の内容である。第一次と比べ、特に意識して加えた内容には 
  をつけている。  
① 第１時 (30分) 
【指導内容】 ・抽象化と一般化の意味 

・任意の意味 
・元を文字でおくこと 

【 教 材 】 パワーポイント，パワーポイントの学生用プリント，感想用紙 
② 第２時 (30分) 
【指導内容】 ・ 記号の意味と使い方 （｛ ｝，�と�の区別，�，「∃A  s.t.  B」） 

・ 記号でかかれた内容の訳し方 
【 教 材 】 説明用のプリント，練習問題のプリント① 
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③ 第３時 (30分) 
【指導内容】 ・ 写像 （写像の定義・単射・全射・逆像と逆写像） 
【 教  材 】 パワーポイント，パワーポイントの学生用プリント，練習問題のプリント② 
④ 第４時 (30分) 
【指導内容】 否定 （すべて，ある，Pならば Q） 
【 教  材 】 練習問題のプリント③ 
⑤ 第５時 (30分) 
【指導内容】 元の取り方（証明と関わって）  
【 教  材 】 パワーポイント，パワーポイントの学生用プリント 
⑥ 第６時 (20分) 
【指導内容】 前時の補足説明 
【 教  材 】 なし 

 
  第１時と第５時、第６時は前節で述べている。また、第２時の「記号でかかれた内容の訳し

方」では、Ⅱ章 第２節で述べた言葉による表現のうち、‘要するにどういう意味か’をいつも
意識して考えるように、例をあげながら説明した。 

 
２． 元の抽象化と具体化に重点をおいた指導の例 
  また、第２節の実践(第１時,第５時,第６時) 以外にも、元の抽象化や一般化、具体化を、学
生自身に考えさせるよう意識した指導を行った。 

 
＜抽象化と一般化の例＞ 
・ 単射の定義 
単射の定義を述べる前に、図を与えて、学生にその概念を抽象,一般化させようとした。 
 (図 4-3-1) 
学生に尋ねたところ、「右は矢印が一緒に 
なっているけど、左は一緒になるものがない」 
という反応がかえってきた。 

  「定義域の
．．．．

異なる
．．．

どの２つの元をとってきて
．．．．．．．．．．．．

 
も
．
、その行き先がかぶっていない」という表 

現はでないことがと予想されたので、上の返 
答から、こちらで説明することにした。 
  
・ })(..|{Im baftsAaBbf  ���  
これは、第一次の実践でも行っている。学生の反応に特に違いはなかったので、実践時の

反応は割愛する。 

図 4-3-1 
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＜元の具体化の例＞ 
・ 「 Ax�� に対し～」の具体化 
 

     
・ 「 Ayx �� , に対し～」の具体化 

    
・ 「 Ax�� に対し By�� ～」の具体化 

    
 
３． 事後調査の結果と考察 
（１） 調査の目的 
  ・「集合，写像，命題の否定」に関する記号表現を理解することができているか 
  ・文字で表された‘任意の元’を具体化できるか 
（２） 実施日，対象 

日時： 問１～問４：H20年 12月 5日， 問５：H20年１月 23日 

図 4-3-2 

図 4-3-3 

図 4-3-4 

図 4-3-5 
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   対象：大阪教育大学 教育学部 
     中学校教員養成課程 数学専攻        1回生（15名） 

小学校教員養成課程 理数生活系 数学専攻  1回生（38名）  
（３） 内容と結果 

( )内は正答率，第一次教育実践との比較問題は  をつけている。 
問１：次の言葉を記号に直しなさい． 
   (1) 自然数同士の積は自然数である。(85%) 
   (2) どんな実数をかけても、１にならない実数がある。(43%) 
 
問２：次の集合を{**|---- }のかたちで表せ． 
   (1) aa XI   (2) aa XU   (共に 64%) ※第一次では 45% 
 
問３： :, BA 集合 BAf o: ；写像とする．「 :f 単射」の否定を述べよ。 
   (元を用いた定義に従い、記号で否定すること) (41%) ※第一次では 45% 
 
問４：次の集合はどのような集合か．図をかいた上で、自分の言葉で説明せよ． 
   (ただし、 YXf o: ；写像， YbXA �� ,  とする) 
    (1) )(Af       (2) )(1 bf �  

       図 ： (76%)      図 ： (42%) ※第一次では 28% 
      言葉： (66%)      言葉： (28%) 

 
問５： YX , ；集合， Xa �0 とせよ． 
   Yy�� に対し、 yaf  )( 0 となる YXf o: は、一般には写像でない． 

その理由をわかりやすく説明せよ．  (72%) 
 
 

問１は、第一次の事後調査よりも、‘要するにどういうことか’に近い言葉で、問題文を作

成した。その結果、(1)は 85%、(2)は 43%の正答率であった。(2)では、「 Rx�� に対して

1.. z�� xytsRy 」という誤答が 21%を占めている。 
   問２は、第一次教育実践の事後調査の正答率 45%に比べ、64%に上がっている。その理由
は、元の抽象化や、元の取り方の違いを指導したことなど、複合的な理由が考えられる。ま

た特に今回は、{**|----}の指導の前に、‘集合が与えられたら、その集合の全ての元に共通す
る性質に着目する’ことの重要性を押さえていた。それは、ある元が、その集合に属するか

否かを判断する基準となるからである。例えば、‘赤いものの集合’があるときに、みかんを

持ってきて、その集合の元かどうかを判断する基準は、みかんが赤いかどうかである。した

がって、指導の際にも、その点を前回よりも強調し、言葉での言い換えも、全て板書するよ

うにした。 
   問３の単射の否定は、前回よりも正答率が低く、指導の効果が現われなかった。 
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   問４(1)は、正答率が高く、自分の言葉でも、様々に表現できていた。 
 ＜問４(1)の図と言葉＞ 
  

               
言葉○   ・ f(A)は Aの全ての元に対して、fで Y上にうつした元の全ての集合 

         ・ Xの部分集合である Aの集合を写像 fでうつした行き先からなる集合 
         ・ 集合 X の内部にある Aという集合の元全てに fという操作を施したとき、そ

のうつった元が集合 Yの内部に新たにつくる集合が f(A)  
 

言葉×    ・ 集合 Xに含まれる集合 Aにおける元 aの写像 
              ・ Xの集合 Xの部分集合 Aを定義域としたときの写像 f 
 

問４(2)の図の正答率 42%は、集合であることがわかるようにかかれている図の割合である
(図 4-3-8,4-3-9)。第一次のときの正答率 28%も、集合であることがわかるようにかかれてい
る図の割合であるが、これに比べると、少し正答率があがっている。しかし、今回言葉によ

る説明も同時に書かせたことで、図は一つの元しか書いていない(図 4-3-10)が、言葉では「集
合」と述べている学生が 8 名(14%)いたことから、元と集合の図のかきかたについても、約
束しておく必要があることがわかった。 
集合のようにかかれている図でも、矢印の向きが反対のもの(図 4-3-9)もあり、正しい向き
にしているの(図 4-3-8)は全体の 19%であった。その学生はみな、言葉による説明も正しかっ
た。矢印の向きを反対にしている学生(図 4-3-9,10,11)は、言葉による表現においても、「逆写
像によってもどした」などという誤った表現が見られた。 

 
 ＜問４(2)の図と言葉＞ 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

図 4-3-6 図○ 76％ 図 4-3-7 図×の中で多かったもの 

図 4-3-8 集合○ 矢印○ （11名） 図 4-3-9 集合○ 矢印× (14名) 

図 4-3-10 集合× 矢印× （18名） 図 4-3-11 集合× 矢印× （6名） 
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 言葉○ ・ fによって値域 Yに含まれる元 bにうつされた、もとの定義域 Xに含まれる元の集合 
     ・ fによってうつすと bになるような元の集合 
 
 言葉× ・ Yの元 bが f-1によって Xにうつったもの 
     ・ bを fの逆写像で写像した元 
 

また、b は Y の固体された元であるのに、図 4-3-12,4-3-13 のように、任意の元と捉えて
いる学生が 5名いたことも、注意する必要がある。これは、認識調査１の内容の影響を受け
ていると考えられ、任意の元を文字で置くことと、固定された元を文字で置くことの区別が

ついていない、つまり変数と相対定数の区別ができていない学生であると考えられる。 

    
    
 

問５は特に、「 Yy�� に対し yaf  )( 0 」から、抽象化された元の具体化ができるかを見

るために出題した（もちろん写像の定義を理解していなければ答えることはできない。）その

結果、53名中 38名(約 72%)が正答であった。 
正答した 38名のうち、19名(全体の約 36%)が図をかいて説明しており(図 4-3-14,4-3-15)、
残りの 19名は言葉で説明していた(図 4-3-16,4-3-17)。不正解であった 15名のうち、図 4-3-18
の学生のように、 Xa �0 を誤って捉えて、写像の定義のうち、「任意の定義域の元に行き先

がある」を満たしていないと考えている学生が 4名いた。その他特徴的なものとして、写像
の定義をかいただけで、説明が不十分な学生が 2名、写像の定義や、問題文の意味を理解で
きていないと考えられる解答（例：「逆写像がｸﾞﾗﾌにならないから」，「fは Xの元を移すので、
Yの元から定義するのではなく Xの元から定義しなければいけない」など）をした学生が 7
名いた。 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

図 4-3-12 図 4-3-13 

図 4-3-14 問５○ 図と言葉 
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第4節 実践のまとめ  

 
今回は‘元を抽象化し、文字で置くこと’と、‘文字で置かれた元を具体化すること’に焦点

をあてて、実践を行った。その結果、抽象化の意味や、元を抽象化して文字で置くこと、元の

図 4-3-15 ：問５○ 図と言葉 

図 4-3-16 ：問５○ 言葉のみ 

図 4-3-17 ：問５○ 言葉のみ 

図 4-3-18 ：問５ ×  

図 4-3-19 ：問５ × 
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とり方の違いに対する学生の認識が非常に曖昧であることが明らかとなった。そして、指導に

よって、これらの内容を普段から意識する必要があることを多くの学生に気づかせることがで

きた。 
また、‘元，集合，無作為，任意’といった言葉の定義や意味を知らない学生も多く、大学入

学初年度に（もっと言えば高校の段階で）これらの重要な言葉の意味を指導する必要があるこ

とがわかった。指導の際には、数学以外の身近な具体例から導入し徐々に抽象度をあげること、

絵や図をたくさん用いて、言葉による表現も視覚化しながら説明するのが効果的であった。 
元の具体化に関しては、全称記号を前につけた場合の状況を具体的にイメージすることが非

常に困難で、ひとつの内容で説明したからと言って、別の場合にすぐ応用することができない

学生が、半数以上を占めることが明らかとなった。しかし、それらを図などを用いて具体的に

表現して考えさせたことで、事後調査の問５のように、文字で置かれた任意の元を具体化でき

る学生が７割に達し、指導が効果的であったといえる。しかし、単射の否定の正答率は４割で

低いままである。単射の定義やその否定を、具体的にイメージして理解できていない学生が多

いと考えられる。 
 
これらの結果と、その他の事後調査の結果から、改善が求められるのは、次の点である。 
・ 全称記号、存在記号を用いる必要のある記号表現の指導 
・ 写像の指導 
・ 元の抽象化と具体化に関する指導内容の再検討 

写像の指導に関しては、パワーポイントで図や言葉による説明を非常に重視したが、単射の

否定や逆像の理解に指導の効果が見られなかった。従って、写像に関しては、もっと抽象度を

下げた具体例を用いて、単射や逆像の概念の抽象化をはかるような指導が必要であると考えら

れる。抽象度を下げた具体例として、関数を用いる際には、グラフで表示した際の x 軸、y 軸
を、実数の集合であると捉えていない学生がほとんどであることに注意する必要がある。 
指導内容の再検討については、例えば、元を抽象化して文字で置くことに関して、事後調査

で変数と相対定数の区別ができていない学生がいたことから、次の内容を盛り込み、指導内容

を構成する必要がある。 
・ 定数，相対定数，変数 
・ 任意の元（集合の元を自由にあてはめることができる変数） 
・ 存在する元（あてはめることのできる元に制限が加わっている変数） 
その他、抽象化の説明においても、抽象化を繰り返すことで抽象度が上がることや、具体化

の説明などが今回抜けていたので、新たに構成を考える必要がある。 
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Ⅴ． 研究のまとめ 
 
本研究は、大学の数学が理解できない原因は、 
１．高校で扱われていない内容と大学で扱われるの差 
２．記号で表される内容がよめないこと 
  （一語一語、一文一文のレベルで） 
３．概念の抽象度が高く、具体的にイメージできないこと 

にあるとし、それらを克服することで、大学の数学の内容の理解を深めることができるのではな

いかという仮説のもと、 
・ 大学入学初年度におさえたい内容 
・ 具体例、図、言葉を重視した指導の有効性 
・ 記号表現のつまずきに見られる根本原因 

を明らかにするため、代数学のティーチングアシスタントとして、大学 1回生および 2回生に教
育実践を行った。 
その結果、「具体例，図，言葉」を重視した指導によって、記号表現や抽象的な概念が理解でき

るということや、大学入学初年度におさえたい内容は、主に‘集合，写像，命題とその証明’で

あり、中でも、『文字で置かれた元の理解（元の種類や取り方の違いなど）』の指導に重点を置く

必要性があること、�や�の使い分けができないのは、「任意」の意味そのものがわかっていな
いことに重大な原因があることが明らかとなった。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    記号 

抽象的な内容 

具体例 

具体化 

図 言葉 

抽象的表現 
元の抽象化と具体化 

具体化 抽象化

Aa��  

× 
× 

× 
× 

× 

A  

第一次教育実践 第二次教育実践 

図 5－１ 第一次教育実践と第二次教育実践の関係 
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＜大学入学初年度におさえたい内容＞ 
 
認識調査や二度の教育実践の結果を踏まえ、大学入学初年度におさえたい内容として、主に「集

合，写像，命題とその証明」を中心にまとめておく。着目すべきは、‘文字で置かれた元の意味理

解’の指導に一貫して重点を置く必要があり、その際‘抽象化’や‘任意’の意味から指導する

必要があることを明らかにした点である。 
 
（１）集合 

① 集合の元を文字で置くこと 
・ 抽象化と一般化の意味 
（大学で扱う集合は、最も抽象的な集合であることをおさえる） 
・ 任意の意味 
・ 集合の任意の元を文字でおくこととその有用性 
・ 文字でおいた元の種類（定数，相対定数，変数） 

 ② 記号の意味と使い方 （｛ ｝，�と�の区別，�，「∃A  s.t.  B」） 
・ �と�を用いた文章表現 
・ 要するにどういう意味かを常に意識することの重要性を伝える 
・ 添え字のついた集合 OO A/�U ， OO A/�I ， OO A/�3  

③ 集合を｛**| --- ｝で表すこと 
④ 集合のイコールを示す証明 

 （２）写像 
・写像の定義，像と逆像，単射と全射 
写像については、二度の教育実践で力を入れて指導したにも関わらず、６割程度の学生

に、逆像や単射の定義の記号表現とその理解に課題が残った。このことから、抽象度を下

げた具体例（関数やその他のもの）を用いて、まず十分に概念のイメージを持たせた上で、

徐々に抽象化をはかるような指導が必要であることがわかった。 
（３）命題とその証明 
① 命題とその否定 

・ 全称命題と存在命題 
  ・ 命題の否定 （すべて，ある，Pならば Q） 
 量化推論（全称限定，全称概括，存在限定，存在概括） 
③ 元の取り方の違い (全称記号と存在記号の違い)  

・ 集合の中のどの元でもあてはめることができる文字と、あてはめることができる

元が制限されている文字 
・ 他の元に依存する元 
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・ 今後の課題 
 
今回、大学生の勉強時間と大学数学の理解度との関係などは調べられていないことや、提案し

た内容には、以下のような多くの課題が残されている。 
 

 

 ＜３つ目と４つ目の課題について＞ 

 教育実践のテーマ２で、証明の方法と関わり、任意の元をひとつ選び、まずその元について

議論し、その選び方が任意であったことから全称命題が示されるということについて、少し扱

っているが、全てを指導できていない。このような命題や、命題を証明する方法についても、

大学入学初年度に整理して指導する必要があると考える。 

また今回は、抽象的な概念（同値関係，順序関係，群など）は、先に与えられたものとして

扱い、その具体例をこちらから与えるという形式をとった。抽象的な概念の具体化を扱ってい

るといえるが、それも学生にとっては受動的である。 

  そこで、今後は、様々な具体例の中から、学生自身に抽象化あるいは一般化させるような指

導方法の開拓が求められる。自分自身で抽象化、一般化を行うことを経験した学生は、具体化

も、自分で考えてできるようになるのではないかと考えられ、そのような仮説の検証も行いた

い。 

 
 
 
さらに、今後、教育学部として指導すべき内容や方法の研究と共に、高等学校における集合や

関数、命題の証明方法の指導、文字の導入の指導に関する研究が、ますます求められる。 
その際、抽象化や具体化、一般化といった観点が、非常に重要となってくるであろう。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

・ 写像の概念のイメージをつかみやすい具体例の提示 
・ 元の抽象化と具体化に関する指導内容や指導方法の再検討 
・ 命題(全称命題，存在命題)や命題を証明する方法としての、量化推論の指導方法の構築 
・ 学生自身に、概念の抽象化や一般化をさせる指導内容や指導方法の構築 
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おわりに 
 
教育実践にあたった後輩の学生さんたちとの、ある勉強会の日、ひとりの学生が、「俺昨日数学

勉強してん！やばいで、数学アツい！」と大きな声で言いました。 
私も、大学に入ってはじめて、自分で数学の証明がわかったときは、そんな風に感じました。 
 「ただ楽しい、楽しいから数学をするんだ。」 
こんな言葉を笑顔で言える先生が増えて、一緒に子どもたちの教育にたずさわることができれ

ばいいな、そんな想いで、2年間研究にあたってきました。 
 この研究を通して、自分の知識のなさや、次々と見えてくる課題に、何度もうちのめされそう

になりました。ここにやっとまとめることができたのは、非常に多くの方々の支えがあってこそ

でした。 
教育実践にあたっては、一大学院生の研究のために、貴重な講義の時間を与えてくださり、何

度も相談にのってくださった馬場良始先生、4 回生のゼミでもお世話になりました。いつも広い
心でご指導いただき、本当に、どうもありがとうございました。 
また、数学専攻の学生の皆さん、皆さんのおかげで、本研究を行うことができました。プリン

トの提出や調査に何度も協力してくださり、どうもありがとうございました。ひとつの数学の証

明を、みなが納得するまで教えあう姿を見ることが、何より嬉しかったです。お互い、いい先生

を目指しましょう。 
論文の方向性や調査問題などについて、毎回ご指導をいただき、明るく励ましてくださった藤

井正俊先生、研究の核となる部分に気づかせてくださり、深く、おもい言葉でいつも本質を問う

てくださった鈴木正彦先生、4回生の頃、位相幾何学の面白さを教えてくださった安井義和先生、
そして、認識調査や論文指導で何度もお世話になった、数学教育講座の先生方、本当に、どうも

ありがとうございました。 
 同じ研究室の先輩である金田さんと小山さん、そして山本君、現 4 回生のゼミ生のみなさん、
本当にどうもありがとうございました。 
また、今の私がいるのは、私を支えてくれた大切な友人や、かけがえのない家族のおかげでも

あります。いつも、頼りにしています。 
最後になりましたが、柳本朋子先生、この 2年間、本当にどうもありがとうございました。私
は、柳本先生に、数え切れないくらいの新しい視点と、学びの機会を与えていただきました。研

究とは何であるかを、一から教えていただきました。いつも笑顔で、そしてパワフルに研究をさ

れている先生の姿は、私の理想でもあります。 
 
知識不足から、実際の指導内容には未熟な点が多々見受けられることと思いますが、今後のさ

らなる研究に、少しでもお役に立つことができれば幸いです。 
 

 H20年度 修了生 宮崎萌恵 



 

 

 
 
 

認識調査問題 
 
 
 

Ⅲ章 
・ 2,3回生対象調査(資料１) 
・ 1回生対象調査(資料２) 
・ 1回生対象事後調査(資料３) 

Ⅳ章 
・ 1,2回生対象調査(資料４) 
 

 
 
 

 
 
 
 



 

 

問１   

「複素数（C）の中には２乗すると－1になる数がある」を存在記号（�）と文字を用いて書け． 
  
（答） 
 
 
 
問２ 次の２つの否定をそれぞれ述べよ。（言葉や記号を自由に用いてよい。）  

 

① Pかつ Q          （答） 
 
 
② ∀x，y∈A に対し、x≠y ならば f(x)≠f(y) 
 
（答） 
  

 

問３  
G，G’：群  f：G→G’，準同型とせよ．ker f は次のような集合である． 

ker f  =^ `'1)(| GafGa  �   

ker f を下に図示せよ．（1G’は G’の単位元である．）  
 

 

 

 

 

 

 

 

問４   

「 ��x    に対し )( /��� OOAx 」 が成り立つように、   に集合を入れるとすると、 

次の①～④のどれになるか答えよ． 
 
① OO A/�U    ② OO A/�I        
 

 ③ OO A/�3    ④ OO A/�6        （答） 

資料１ 2, 3回生対象 調査問題 
  



 

 

問５   

A,B：集合とする．A＝Bを示したい． 

（１）証明の流れを考えるとき、次の①～⑦をどのように組み立てればよいか。 
「①と②より③」、「①したがって②」などのように、適当な言葉を足して答えよ． 
（同じ番号を繰り返し用いても良い．） 

 

（答） 
 

 

 

 

 

 

                                            が言えればよい。 

 

（２）（１）で考えた流れの中で、実際の証明では、根拠なしに言えないところはどこか． 

   あてはまるところを○で囲め．（上の解答に書き込めばよい．） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

① Bx�  ② By��  ③ AB �  ④ BA   ⑤ Ax��  ⑥ BA�  ⑦ Ay�  



 

 

 
 
代数学 A事前調査             学籍番号        名前         
※この調査は成績に一切関係しません。 
 
問１ 適切なものに○をつけよ。 

 
柏原市民であることは、大阪府民であることの（必要・十分・必要十分）条件である。 

 
問２ 次の集まりについて集合であるものには○を、そうでないものには× をつけよ。 

 
（１）日本の歴代総理大臣の集まり    （  ） 
（２）美しい女性の集まり        （  ） 
（３）２０より小さな正の偶数全体の集まり（  ） 
 
問３ Ａ，Ｂ集合とし、a はＡの要素とする。 

このとき、次のうちから正しく表記されているものを全て選べ。 

 
   ①Ａ∈Ｂ  ②a∋Ａ  ③a⊂Ａ  ④Ｂ⊃Ａ  ⑤Ａ∋a 

                   
（答） 

 
問４ 次の「」内の文章を数学的に否定せよ。 

 
（１）「８月は全ての日の最高気温が３０度以上であった。」 
 
  (否定) 
 
 
（２）「 31   xx または　 」       
                  (否定) 
 
 
（３）「 x は６以上 かつ 　x は偶数」 （ただし、 　x は整数とする） 
  
         (否定) 
 
 

資料２ 1回生対象 調査問題 
  



 

 

 
問5 右の図の、色を塗られた部分の全ての点ｘについて、 

「ｘはＡの要素である、またはＢの要素である」 と言える。 

 
この例にならい、下の３つの図の、色を塗られた部分の全ての点ｘ 

について言えることを、それぞれ述べよ。 

 
①             ②              ③ 
 
 
 
 
 
 
① 
 
 
② 
 
 
③ 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

代数学Ａ 事後調査 

調査問題 
 

問１ 次のものを否定せよ．（ただし、 :, BA 集合 BAf o: ；写像とする） 

(1)  Pかつ Q  
  (2)  BA （集合の元にまで言及して否定すること） 
  (3)  どの子どもも、計算が得意なら、算数が好きである。 
  (4)  :f 単射     
 
問２ 次の文章を記号でかけ． 

 

「全ての実数 a,bは、かけて０なら、aか bのどちらかは０である。」 
 

問３ 次の集合を｛** | ---- ｝の形で表せ． 
 
(1)  iIi A�U          
(2)  iIi A�I  

 
問４ X ：集合 S： X の部分集合とする．次の集合はどのような集合か． 

自分の言葉で述べよ． 

               }|{ SAXA ��  

 

問５ BAf o: ；写像とし、 BB �' とする。  

}')(|{)'(1 BafAaBf �� � を、自分なりに図示せよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

              

 
 
 

資料３ 1回生対象 事後調査 
  



 

 

 
 
問１.  Aから Dを以下のような元からなる集合とする。 
集合から無作為に元をひとつ取り出したとする。その元を‘ｍ’と表すとき、 

各集合の元の中で‘ｍ’とみなすことのできる元すべてを○で囲め。  

わからないときは、問題番号の隣の（ ）に‘？’を記入せよ。 

 

 
 
 

 
 
 
 
  
 
 

 

 

問２. 

次のものは、「全ての奇数は、2乗しても奇数である」ことの証明である。 

 

（証明） n ：奇数とすると、n = 2 k + 1 とおける。 

 

このとき  n2 ＝ ( 2 k + 1 )2 

      ＝ 2 ( 2 k2 ＋ 2 k ) ＋ 1 

よって、n2は奇数である。       （終） 

 

上の証明に関するコメントについて、正しいものには○を、間違っているものには×をせ

よ。判断できないときは、‘？’を記入せよ。 

 

（  ）上の証明は、全ての奇数についての証明だから、 

いつも｢①の kの値｣＝「②の kの値」になるとは限らない。 

（  ）上の証明は、全ての奇数についての証明だから、 

いつも「アの n の値」＝「イの n の値」になるとは限らない。 

（  ）証明中の①のｋは、すべての整数を代表している。 

① ( ) 

③ (  ) 
 

④ (  ) 

② (  ) 
1 

2 
3 

5  6 

4 
 

A 

‐1 
2 

0.2 

103 

B 

 
3 
2 
 

2i 
 

－3 

‐i 1+3i 

C 

‐‐3 
 

2i 

d2 

d1 
d1d2 

d2d1 

(d1)2 (d2)2 

D 

ア ①

b 

ィ 
② 

資料４ 1，2回生対象 認識調査 



 

 

 
 
 
 
練習問題①～⑦ 

 
第一次教育実践時作成 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

練習問題①            学籍番号            名前 

 

問１．次の事柄について、記号で表されているものは言葉に、言葉で表されているものは

記号に直せ。 

 
（１）x∈X （X：集合） 
       (答) 
 
（２）yは集合 Yに属していない。 

(答) 
 

（３）aは集合 Aの要素であるが、集合 Bの要素ではない。 
(答) 

 
（４）100は自然数である。 

(答) 
 
（５）円周率πは実数であるが、有理数ではない。 

(答) 
 
 
 
問２．次の集合を、元を列挙する形で表せ。 

 
（１）A = { x | (x‐1)(x+2)(x+3)=0 }＝ 
 
（２）B = { x | |x|=2, x∈R  } ＝ 
 
（３）C＝{ n | n=2m, m∈=  }   ＝ 
 
（４）D＝{ x | x2+x‐2≦0，x∈Z } = 
 

（５）E = ^ `=�dd bbb ,50| ＝ 

 
（６）整数を 3で割った余りの集合 F ＝ 
 

 

①－１ 



 

 

問３．次の集合を、{ ** | ･･･  } の形で書け。 

 
（１）9以下の自然数の集合 A 
   (答) 
 
（２）正の奇数全体の集合 B 

(答) 
 
（３）開区間 ( a , b )にある実数全体の集合 C 

(答) 
 
（４）複素数全体の集合 D 

(答) 
 
 
 
問４．次の集合を図示せよ。 

                   (答) 
 

S = { (x , y) | x2+y2=1 ,  x,y∈R } 
 
 
 
 
 
 
問５．次の集合はどのような集合か説明せよ。 

 
（１）X = { △ ABC | AB=BC=CA } 

(答) 
 
 
（２）I = { f | f(1)=1 , f は関数 } 

(答) 
 
 
 

A= 

B= 

C= 

D= 

 

 

①－２ 



 

 

練習問題②            学籍番号            名前 

 
問１．次の①～④を、ア「全ての（∀）x について成り立っているもの」，イ「ある（∃）x につい

て成り立っているもの」にわけなさい。 

 
① (x－1)2 ≧ 0      ② x2=2  ③ 2x=4x     ④ x3－1=(x－1)(x2+x+1) 
 
ア                    イ  

 
 
問２．次の命題を普通の文章に書き直せ。 

（１） 1��x  に対し =�x  （1：自然数，=：整数） 
 
  (答) 
 
（２） Ca��  s.t.  12 � a  （C：複素数） 
 

(答) 
 
（３） }0{��� Rx  に対し 1..  �� xytsRy  （ }0{�R は実数Rから０を除いた集合） 
 

(答) 
 
 

問３．次の命題を、記号を用いて書き直せ。 

 

（１）全ての実数は２乗すると０以上になる。 
 

(答) 
 
（２）整数の中には自然数であるものがある。 
 

(答) 
 
（３）全ての整数には、足すと０になる整数が存在する。 
 

(答) 
 

  

 

 

 

 

 

 

②－１ 



 

 

問４． A，B：集合とせよ。次の状況を普通の文章と、図で表せ。 

Bb��  s.t.  Ab�  
 文章 
 
 
 
 図 
 
 
 
 
 
 
問５．次の集合を、{ **|----- } の形で表せ。 

 
 
① AB �  ＝ 
 
 
② UTS ��  ＝  
 
 
問６． X，Y，Z：集合 S={ X,Y }とする。次の集合を Aを用いずに具体的に書け。 

 

 

 )( ZASA ��I  ＝ 
 
 

問７． 次の集合を具体的に書け。 

 

 
①  nNn X�U  ＝ 

 
 

②  i
i

X
6

1 
I  ＝  

 

 

②－２ 



 

 

問８． 次の集合を， IU , を一度だけ用いる形に書き直せ。 

 
① A1�A2�A3�・・・        ② (A1－X)� (A2－X)� (A3－X)�・・・  
  
 
 
問９． 次の集合を、{ **|----- } の形で表せ。 

 

 
① iIi A�U  ＝ 
 
 
② iIi A�I  ＝ 
 
 
問１０．ｘが次の集合の要素であることを、最もわかりやすい形に言い直せ。 

 

)( CBAx ���  

 

 

)( CBAx ���  

 

 

)()( CABAx ����  

 

 

)()( CABAx ����  

 

 

 

問１１．次のことを証明するには何を言えばよいか答えよ。 

 
① CBA ��  
 
 
② CBA ��  
 
 

②－３ 



 

 

問１２． A={3,4,5} ，B={a,b} ，C={ パンダ }とするとき、集合A×B×Cの元を 

全て列挙せよ。 

 
 
 
 
問１３． AAx u�� に対して、 ),( aax c  ( ただし Aaa �c, ) とおける。 

（つまり AAaa u�c),( ということ。） 
これに習い、次の空白を埋めよ。 
 

CBAx uu�� に対して、  x         ( ただし         ) とおける。 
 

�
 

��
3

1n
nXx に対して、  x         ( ただし           ) とおける。 

 

��
��

Ii iAx に対して、  x         ( ただし           ) とおける。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

②－４ 



 

 

練習問題③            学籍番号            名前 

 

写像の定義 

「①任意の
．．．

定義域の元に対し、②値域の
．．．

元を ③ただ一つ対応
．．．．．．

させたもの」を‘写像’という。 

 
問１．以下の ｆ について、写像といえるものには○を、そうでないものには×を書き、×の場合に

は上の①から③のどれを満たしていないか答えよ。（満たしていないものが複数ある場合は全

て答えよ。） 

 

 

    

     
 
問２．写像の定義域と値域を実数全体の集合（R）にすると、それは高校で習った関数のことであ

る。 

  次のグラフで、関数のグラフであるものには○を、そうでないものには×を書け。 

 

122  � yx                      2xy                     > @xy   

 
（１）  （２）  （３）  

（１） （２） 

（３） （４） 

問題

番号 
○ か

×か 
×の場合の

理由①～③ 
(１ )   

(２ )   

(３ )   

(４ )   

 

＜答＞ 

（１） （２） （３） 

＜答＞ 

③－１ 



 

 

問３．A,B：集合とせよ。 BAf o: を写像とするとき、 }|)({)(Im AaafAff �   である。 

以下の問いに答えよ。 

 
（１）右図の写像 f について )( 3af と fIm を求めよ。 
    ＜答＞ 

)( 3af ＝ 
 

fIm  ＝ 
 
（２） fIm は、どのような集合といえるか、自分の言葉で説明せよ。 
  ＜答＞ 
 
 
 

（３）写像 f の値域 Bと， fIm の間に一般的に
．．．．

成り立つ包含関係で正しいのは次の①，②のど

ちらか選べ。また、等号が成り立つときの必要十分条件を求めよ。 
（つまり f がどのような写像のとき等号が成り立つかを答えよ。） 

 
              ① B� fIm   ② B� fIm  
  ＜答＞ 
    正しいのは（   ）。 
    等号が成り立つ必要十分条件（すなわち同値条件）は、 f  が（      ）であ
ること。  

 
（４） }|)({)(Im AaafAff �  であるが、これを、 *}***|{Im Bbf �  と表すとす

ると、＊＊＊＊にはどのような条件を記入すればよいか答えよ。 
   ＜答＞ 

 
 

問４．A,B：集合とせよ。 BAf o: を下のような写像とする。 

},,{' 432 bbbBB  � ， },{' 21 aaAA  � とするとき、以下の問いに答えよ。 

 

（１） })(|{)(1 BafAaBf �� �
であることに注意して、次のものをそれぞれ求めよ。 

          ＜答＞ 
   ① )( 2

1 bf �  ＝ 

② )( 3
1 bf �  ＝ 

③ )'(1 Bf �  ＝ 

}|{Im Bbf � 

 

③－２ 



 

 

（２） )'(Af と、 � �)'(1 Aff � をそれぞれ求めよ。 
          ＜答＞ 
     )'(Af  ＝ 
 

� �)'(1 Aff �  ＝ 
 

（４）定義域 Aの部分集合 'A と � �)'(1 Aff � の間に、一般的に
．．．．

成り立つ包含関係を（ ）内に 
書き入れよ。 
また、任意の AA �' について等号が成り立つ、必要十分条件を求めよ。 

（つまり、 f がどのような写像のとき等号が成り立つか答えよ。） 
 
 ＜答＞ 'A （   ） � �)'(1 Aff �  
 
    等号が成り立つ必要十分条件（すなわち同値条件）は、 f  が（      ）であ
ること。   

 
 （５） � �)'(1 Aff � を{ **|----- }の形で表せ。 
        ＜答＞ 
 
 
 
 
 
問５． 関数 )(: 2xxRRf ao  （つまり 2xy   のこと）について、次のものを求めよ。 

 
（１） fIm  ＝ 
 
（２） )1(f  ＝ 
 
（３） � �)1(1 ff �  ＝ 
 
 
 
 
 
 
 
 

� �)'(1 Aff �  ＝    

③－３ 



 

 

練習問題③ 解答 

 

問１ （１） × 理由 ③（a１に注目） 
   （２） ○ 
   （３） × 理由 ②（a4の行き先に注目） 
   （４） × 理由 ①，③（a1と a3に注目） 
 
問２ （１） × （２）○ （３）○ 
 
問３ （１） )( 3af ＝ 4b   

fIm ＝ },,{ 421 bbb  
   （２）「定義域の各元を、写像ｆで写した行き先全体の集合」 などなど 
  （３）正しいのは（ ② ）。 
      等号が成り立つ必要十分条件は、 f  が（ 全射 ）であること。 
   （４）前でやります 
 
問４ （１）① )( 2

1 bf �  ＝ },{ 41 aa  

② )( 3
1 bf �  ＝I  

③ )'(1 Bf �  ＝ },,{ 431 aaa  

 
 
 
 
 
  （２） )'(Af  ＝ },{ 21 bb   ， � �)'(1 Aff �  ＝ },,{ 421 aaa  
（４） 'A （ � ） � �)'(1 Aff �  
 等号が成り立つ必要十分条件は、 f  が（ 単射 ）であること。 

   （５）前でやります 
 
問５  （１） fIm  ＝ }0|{ t� yRy  

 
（２） )1(f  ＝１ 

 
（３） � �)1(1 ff �  ＝｛１，－１｝ 

 
 

注！！ )(af は常に一つの元を表すので、｛ ｝は使わない。 

でも、 fIm ， )(1 bf � ， )(1 Bf � は、常に集合を表しているので、例えそれが１つの元 

からなる集合であっても、｛ ｝を用いて書くこと。 

③－解答 



 

 

練習問題④             「否定」マスタープロジェクト！！！ 

学籍番号           名前             

 

高校の復習 
「Pかつ Q」 → 「Pでない または Qでない」（       ） 
「Pまたは Q」 → 「Pでない かつ Qでない」（       ） 

 
 
 
 
 
次の事柄の否定を述べよ 
（１） xは Aの元である、またはBの元である。 
 
 
（２） BAx ��  
 
 
（３） BAx ��  
 
 
●「すべての～」（�）の否定 ● 
 
次の事柄の否定を述べよ 
（１）箱の中はすべてリンゴである。 
 
 
（２）8月はすべての日の最高気温が 30度以上であった。 
 
 
（３）集合 Aのすべての元は、集合 Bの元ではない。 
 
 
（４） Ax�� に対し Bx�  
 
 
 

④－１ 



 

 

●「ある～」（�）の否定 ● 
 
次の事柄の否定を述べよ 
（１）このクラスには大阪府出身でない学生もいる。 
 
 
 
（２）自然数には、0以下の数もある。 
 
 
 
（３） 0.. d�� ntsNn  
 
 
 
 
 
●「Pならば Q（ P ⇒ Q ）」の否定 ● 
 
次の事柄の否定を述べよ 
（１）赤いならば、リンゴである。 
 
 
 
（２）全ての学生は、朝にパンを食べたなら、昼はご飯をたべる。 
 
 
 
（３）全ての実数 ba, について、たして 0なら、 aもbも 0である。 
 
 
 
（４） Rba �� , に対し， 0 � ba  ならば 0 a かつ 0 b  
 
 
 
 
 

④－２ 



 

 

 
例題  BA� を否定せよ 
 

BA�  の元を用いた特徴づけは、 Aa�� に対し Ba�  である。 
よって BA� を否定すると、 Aa��  s.t.  Ba�  となる。  
 
 ＜答＞ Aa��  s.t.  Ba�  

練習問題 上の例題にならい、以下のことがらを否定せよ 

 
① AB �  
 
 
 
② CBA ��  元を用いた特徴づけ 
 
       否定 

 
③ CBAx ���   

元を用いた特徴づけ  
 

否定 

「すべての△は・・・である。」の否定は・・・ 

 
 
「 x� に対し、 )( xP 」の否定は・・（注． )( xP は、 xについて成り立っている条件のこと） 

 
 

「・・・な△がある。」の否定は・・・ 

 
 
「 )(.. xPtsx� 」の否定は・・・ 

「P ならば Q（P⇒Q）」の否定は・・・ 図も書いておこう！ 

元を用いた特徴づけ 

 
否定 

④－３ 



 

 

④ CBAx ���  
元を用いた特徴づけ  

 

否定 
⑤ OO Ax /��U  

元を用いた特徴づけ  
 

否定 
⑥ OO Ax /��I  
  元を用いた特徴づけ  
 

否定 
⑦ fb Im� （ BAf o: ：写像） 

元を用いた特徴づけ  
 

否定 
 
⑧ BA   

元を用いた特徴づけ  
 

否定 
 
 
 
☆重要問題☆   

A,B：集合とせよ。 BAf o: を写像とするとき、以下のものを否定せよ。 
 
① f ：単射である 
 
 
 
 
② f ：全射である 

 
 
 
 
 

④－４ 



 

 

練習問題④         「否定」マスタープロジェクト！！！  解答  
記号上で、機械的に否定することも可能ですが、そのような否定はすぐに忘れてしまい

ます。 

（高校までの公式も、単なる暗記ではすぐに忘れましたよね。） 

なので、図的な理解と、意味の理解をともに大切にしましょう。 

 
① AB �               Bb�� に対し Ab�  
 
                  Bb��  s.t.  Ab�  
 
② CBA ��  元を用いた特徴づけ   Aa �� に対し Ba� または Ca�  
 
       否定        Aa��  s.t.  Ba� かつ Ca�  

 
③ CBAx ���   

元を用いた特徴づけ   Ax� または Bx� または Cx�  

 

否定      Ax� かつ Bx� かつ Cx�  
 

④ CBAx ���  
元を用いた特徴づけ     Ax� かつ Bx� かつ Cx�  

 

否定        Ax� または Bx� または Cx�  
⑤ OO Ax /��U  

元を用いた特徴づけ     /��O  s.t.  OAx�  
否定        /��O  に対し OAx�  

 
⑥ OO Ax /��I  
  元を用いた特徴づけ     /��O  に対し OAx�  

否定       /��O  s.t.  OAx�  
 

⑦ fb Im� （ BAf o: ：写像） 
元を用いた特徴づけ    Aa��   s.t. baf  )(  

 

否定      Aa��  に対し baf z)(  
 
 
 

元を用いた特徴づけ  

 
否定 

④－解答 



 

 

⑧ BA   
元を用いた特徴づけ  STEP①  BA�  かつ BA�  
 
        STEP② ( Aa�� に対し Ba� ) かつ ( Bb�� に対し Ab� ) 

 

否定 

 ( Aa��  s.t.  Ba� ) または ( Bb��  s.t.  Ab� ) 
 
 
☆重要問題☆   

A,B：集合とせよ。 BAf o: を写像とするとき、以下のものを否定せよ。 
 
① f ：単射である 
 単射の定義： Aaa �� 21,  に対し 21 aa z  ならば )()( 21 afaf z ・・・（あ） 
 
 
     �  Aaa �� 21,  に対し )()( 21 afaf   ならば 21 aa  ・・・（い） 
 
 
（あ）の否定  Aaa �� 21,  s.t.  21 aa z  かつ（しかし） )()( 21 afaf   
 
 
（い）の否定  Aaa �� 21,  s.t.  )()( 21 afaf   かつ（しかし） 21 aa z  
 
 
② f ：全射である   
 全射の定義： Bb��  に対し Aa��   s.t. baf  )(  
 
 
 
 
否定  ： Bb��  s.t.  Aa��  に対し baf z)(  
 

 

 
 
 
 

同値 

④－解答 



 

 

練習問題⑤  同値関係・演算          学籍番号         名前 

 
問１．X：人間の集合，� a,b�Xとする 
（１） Xに、以下のように関係を定義した①から③の中で、同値関係になっているものには○
を、そうでないものには×をつけよ。 
 
① a～b ⇔ aは bの名前を知っている       （   ） 
② a～b ⇔ aは bと同じ趣味を持っている     （   ） 
③ a～b ⇔ aは bと同じ学科である        （   ） 
 

（２） 同値関係になるような、集合と関係の具体例をあげよ。 
    集合               関係 
 
 
 
問２．X＝｛サザエ，ドラえもん，アンパンマン，しずか，スネオ，マスオ，のびた，ジャイ
アン， 

ワカメ，イクラ｝とする。 
Xに関係～を、 

          a～b ⇔ aと bは同じアニメのキャラクター 
で定義せよ。このとき～は同値関係になる。 

 
（１） つぎのものを求めよ。 
① C サザエ        ② C アンパンマン     ③ C マスオ  

 
（答） 
 
 
 
 
 
 
 
（２） Xの～に関する類別と、完全代表系を記せ。 
  類別                             

 

 

完全代表系 

③ 

② 

① 

⑤－１ 



 

 

問３．A：集合， ～：A上の同値関係とする。 
集合 Aに、以下のような元が存在してもよいか。よいものには○を、よくないものには

×をつけよ。 
（ただし、●，▲，■はいずれも Aの特定の元

．．．．
を表し、文中の‘関係’は、全て‘～’に関

するものとする。） 
（  ）●と▲は関係がない。 
（  ）■と■は関係がない。 
（  ）●と▲は関係があるが、●と■は関係がない。 
（  ）●と▲は関係があるが、▲と●には関係がない。 
（  ）●と▲は関係があって、▲と■にも関係があるが、●と■は関係がない。 
（  ）●と▲は関係があって、●と■にも関係があるが、▲と■は関係がない。 
（  ）●と▲は関係があって、▲と■には関係がないが、●と■は関係がある。 

（  ）●と▲は関係があって、▲と■には関係がないが、●と■は関係がない。 

 

 

問４． 
  
 
（１） f：N×N→N ， ),(),( Nmnmnmn ���a は、Nにおける演算とよべるか？ 
 
 
（２） g：N×N→N ， ),(1),( Nmnmnmn ���ua は、Nにおける演算とよべるか？ 
 
 

（３） h：R×R→R ， ),(),( Rbaabba ��a は、Rにおける演算とよべるか？ 

 
 
 
問５． f：R×R→R ， ),(),( Rbababa ��ua  は Rにおける演算であり、これは私

たちが慣れ親しむ通常のかけ算である。さて、この写像 fは、単射かどうか調べよ。 
 
 
 
 
 
 
 

定義． A：集合  A×Aから Aへの写像を、Aにおける(２項)演算とよぶ。 
（つまり、A×Aから Aへの写像になっていればどんなものでも演算と呼べる！！！） 
 

⑤－２ 



 

 

 
解答 
問１ 
① × （自分は自分の名前を知っているので、反射律は成り立つが、例えば自分が相手の名前

を知っていても、相手が自分の名前を知っているとは限らないので、対称律が成り立たない。同

様に推移律も成り立たない。） 
② × （推移律が成り立たない。例えば、Aさんと Bさんは、読書という同じ趣味をもってい
るとする。しかし Bさんは多趣味な人で、Cさんとはピアノという同じ趣味をもっている。する
と、Aさんと Cさんは、同じ趣味をもっているとは言えない。） 
③ ○ 
 
※ もしかしたら、上の説明に反論する人がいるかも？例えば①では、記憶喪失の人は、自分の

名前すらわからないじゃないか！とか・・・（＾＾；）まぁその辺はよしとして、同値関係が

どういうものかイメージできれば OKにしましょう☆ 
 
問２ 
（１）①｛サザエ，マスオ，ワカメ，イクラ｝ 

②｛アンパンマン｝ 
③｛サザエ，マスオ，ワカメ，イクラ｝ 

 
※ 注意 C サザエ＝｛x∈X｜x～サザエ｝ 

＝｛サザエさんと同じアニメのキャラクター｝ 
＝サザエさんと同じアニメのキャラクターの集合 

反射律より、サザエ～サザエなので、C サザエには、サザエ自身も含まれます
．．．．．．．．．．．

！ 
 
 （２）解答例その１ 

類別  X＝C サザエ∪
．

C アンパンマン∪
．

C ドラえもん 

    完全代表系 ｛サザエ，アンパンマン，ドラえもん｝ 
 
    解答例その２ 

類別  X＝C ワカメ∪
．

C アンパンマン∪
．

C のびた  
完全代表系  ｛ワカメ，アンパンマン，のびた｝ 

 
 
 
 

 

⑤－解答 



 

 

練習問題⑥ 群                  学籍番号         名前 

一つの詩 
神よ，汝，偉大なる対称性，調和性 
そは，我に激しき渇望の想いを注ぐ 
されどまた，湧き上る悲しみ， 

定まれる形もなきままに過ごし行く 
この悩み多き日々に 

願わくば，一つの完全なるものを与え給へ 
 （ワイル『シンメトリー』より） 

 
問１． 全ての色の集合 Aを考えよ。（‘透明’も色とする） 
 

a),(;: baAAAf ou （ aとbの色を 50mlずつ混ぜた色） 
 
 
 
 
 
 

 
とすると、この f は写像なので、 f は Aにおける演算と呼ぶことができる。 
この演算を、演算記号oを用いて表すことにする。（つまり � � babaf o ),( と表すということ） 
全ての色の集合 Aは、演算oに関して群をなすかどうか調べよう。 
～群の定義のおさらい～ 
定義 G：群 �  Gは次の３つの条件を満たす演算が定義された、空でない集合である。 

（ここでは、演算を乗法で表すことにする） 
         G1 結合法則： ),,()()( Gcbabcacab ��  
         G2 単位元の存在： )(11..1 GaaaatsG GGG ��  ��  

         G3 逆元の存在： Ga�� に対して GaaaatsGa 1.. 111   �� ���  

 
‘集合 Aが、演算oに関して群をなす’ことを示すには、次の４つを示せばよい。 

１．演算oが定義できること（←のちのち特に重要になってきます！！！） 
（今は、演算oが写像になっていることを先に述べているので、示す必要はない。） 

２．結合法則が成り立つこと（G1） 
３．単位元が存在すること（G2） 
４．逆元が存在すること（G3） 

 

⑥－１ 



 

 

 （１）結合法則は成り立ちますか？                 （ はい ・ いいえ ） 
考え方  「 ),,()()( Acbacbacba �� oooo 」ってどういう意味？ 
 
 
 
   
（２）単位元は存在しますか？                   （ はい ・ いいえ ） 
考え方  「 )(11..1 AaaaatsA AAA ��  �� oo 」ってどういう意味？ 

 
 
 

 
（３）逆元は存在しますか？                    （ はい ・ いいえ ） 
考え方  「 Aa�� に対して AaaaatsAa 1.. 111   �� ��� oo 」ってどういう意味？ 
 
 

 
以上より、集合 Aは、演算oに関して群を （ なす ・ なさない ） 

 

問２． 

CBA ,, ：集合， BAf o: ， CBg o: ，写像とする。 
「 gf：全射→ g：全射 しかし f ：全射とは限らない」ことを証明せよ。 

 
上の問いに対する次の２つの証明は、それぞれおかしいところがある。なにがおかしいのか

考えよ。 （解答は次回☆） 
 
＜証明①＞ 

CcBbAa ������ ,, とする。 
gf：全射より、 cagf  )( となる。 
このとき、 Bbaf � )( となるので、 gは全射である。 
 
＜証明②＞ 

Cc�� に対し � �)()(.. afgagfctsAa   �� （Q gf：全射と、合成写像の定義より） 
Baf �� )(  

? gは全射 
 

⑥－２ 



 

 

←定義域（上） 

←値域（下） 

あと さき 

練習問題 ⑦              「What’s 対称群 ?」  
 
 

}3,2,1{ X とするとき、３次の対称群 },|{3 全単射XXfS o について、調べてみよう。 
 
対称群 3S は、 XX o への、全単射写像（これを置換と呼ぶ）全体の集合なので、 
 
例えば、             や、             は、 3S の元である。 
 
 
 

全ての写像を、上のように図で表すのは大変なので、写像 1f を、 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

3
3

2
2

1
1

1f       と表

す。 

よって、 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

2
3

3
2

1
1

2f （１は１に移って、２は３に移って、３は２に移る）と表すことができる。 

このようにして、 XX o への、全単射写像を全て列挙すると、下のように 1f から 6f まで、６
つあることがわかる。 

Xf 1
3
3

2
2

1
1

1  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
  ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
 

2
3

3
2

1
1

2f  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

3
3

1
2

2
1

3f  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

1
3

3
2

2
1

4f  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

2
3

1
2

3
1

5f  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

1
3

2
2

3
1

6f  

つまり、       
},,,,,{},|{ 6543213 ffffffXXfS  o 全単射    である。 

 
この 3S が、写像の合成に関して、群をなしているのである。 
 
写像の合成って何？！と思っているあなた！ 
 
写像の合成を、実際にやってみよう。 

21 ff o というのは、下のような合成写像のことだから、 21 ff o 22
3

3
2

1
1

f ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 であることがわか

る。 
 
 
 
 
 
 
 

⑦－１ 



 

 

問題 

つぎの乗積表を完成させ、以下の問いに答えよ。 
 

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

3
3

2
2

1
1

1f  

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

2
3

3
2

1
1

2f  

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

3
3

1
2

2
1

3f  

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

1
3

3
2

2
1

4f  

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

2
3

1
2

3
1

5f  

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

1
3

2
2

3
1

6f  

 
 
 
問１ 群 3S は可換か？（すなわち、「 3, Sgf �� に対し、 fggf oo  」が成り立つか？） 
 
 
問２ 群 3S の単位元は 1f から 6f のうちどれか？  
         

 

問３ 群 3S の各元（ 1f から 6f ）の逆元を答えよ。 
    

1f の逆元   

2f の逆元 

3f の逆元 

4f の逆元 

5f の逆元 

6f の逆元 

  あと 

さき 1f  2f  3f  4f  5f  6f  

1f  
11 ff o       

2f  
21 ff o  

 
     

3f  
31 ff o       

4f  
      

5f  
      

6f  
      

 

⑦－２ 



 

 

注意！ 

解答 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
問１ 可換でない。 
  （理由） 3S の全ての元について、交換法則が成り立つわけではないから。 

たとえば 423 fff  o だが、 532 fff  o より、 3223 ffff oo z  
よって、群 3S は可換でない。 

 
問２ 1f     

問３ 1f の逆元・・・ 1f    

2f の逆元・・・ 2f  

3f の逆元・・・ 3f  

4f の逆元・・・ 5f  

5f の逆元・・・ 4f  

6f の逆元・・・ 6f  

 
 
 
 

 

  あと 

さき 1f  2f  3f  4f  5f  6f  

1f  1f   2f  3f  4f  5f  6f  

2f  2f  1f  4f  3f  6f  5f  

3f  3f  5f  1f  6f  2f  4f  

4f  4f  6f  2f  5f  1f  3f  

5f  5f  3f  6f  1f  4f  2f  

6f  6f  4f  5f  2f  3f  1f  

 

           知ダネ！！（知識の種） 
有限群の乗法を示すこのような表を乗積表という。乗積表が対角線に関し

て対称ならば群は可換群である。乗積表を比較して２つの群の構造が同じ型

であるか否かを知ることができる。(東郷重明「代数入門」p8より) 
 
4 個の元からなる集合 X＝{a,b,c,d}に群の構造を入れるには、2 通りの乗法
の定め方があるが、それを演算表を使って表すと次のようになる。 
  

 a b c d 
a a b c d 
b b c d a 
c c d a b 
d d a b c 

  
これは、1つの集合に群の構造を入れるとき、何通りかの方法があることを
示しており、上記の群の位数（＝元の数）は共に４であるが、その群構造は

異なったものである。 
ただし、２つの群が同じまたは異なるということを記述する客観的な概念が

必要である。それはまた今後学習することになる。 
（岩永恭雄「代数学の基礎」p28より） 

 a b c d 
a a b c d 
b b a d c 
c c d a b 
d d c b a 

つまり、この乗積表の演

算は、結合法則も満たし

ているんだよね！結合法

則が成り立つように演算

を定めるのは難しそ～

(>_<) 

⑦－解答 



 

 

 
 
 
 
練習問題①～⑥ 

 
第二次教育実践時作成 

      (第一次のものを一部修正) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 



 

 

練習問題①            学籍番号            名前 

 

問１．集合 A＝｛ zyx ,, ｝,集合 B＝｛ y｝とせよ。 
   次の□の中に、正しい記号を入れよ。 

 

 

 

 

問２．次の事柄について、記号で表されているものは言葉に、言葉で表されているも

のは記号に直せ。 

 
（１）x∈X （X：集合） 
       (答) 
 
（２）aは集合 Aの元であるが、集合 Bの元ではない。 

(答) 
 
（３）100は自然数である。 

(答) 
 
（４）円周率πは実数であるが、有理数ではない。 

(答) 
 
 
問３．次の文章を自分の言葉に書き直せ。 

 

（１） 1��x  に対し =�x  （1：自然数，=：整数） 

 
  (答) 
 
（２） Ca��  s.t.  12 � a  （C：複素数） 
 

(答) 
 
（３） }0{��� Rx  に対し 1..  �� xytsRy  （ }0{�R は実数Rから０を除いた集合） 
 

(答) 
 

A  B y  A B  x  { y }  A { y }  y 
(1) (2) (3) (4) (5) 

 

 

 

①－１ 



 

 

（４） Zyx �� ,  に対し =�xy  （=：整数） 

 

 

 

問４．次の文章を、記号を用いて書き直せ。 

 

（１）全ての実数の２乗は０以上である。 
 

(答) 
 
（２）整数の中には自然数もある。 
 

(答) 
 
（３）全ての整数には、たすと０になる整数が存在する。 
 

(答) 
 
 
問５．次の(1)と(2)のそれぞれの内容に当てはまる集合を、①～③からすべて選べ。 
 

(1) Xx�� に対し、 x：偶数         (2) Xx��  s.t.  0dx  
 
 
 
 
 
 
 
 
問６．次の(1)～(3)のそれぞれの内容に当てはまる図を、①～④からすべて選べ。 
 

(1) Aa��  s.t.  Ba�   (2) Bb��  に対し Ab�    (3) Bb��  に対し Ab�  
 
 
   ①            ②        ③        ④ 
 
 

①  

－1 
2 

3 

5 
 
6 

4 
X 

－6 

－10  
6 

4 
X 

2 

X ②  ③  

 

 

 

A B A B 
A 
B A 

B 

 

①－２ 



 

 

問７．次の集合を、元を列挙する形で表せ。 

（例）A＝{ n | n=2m, m∈=  }   ＝｛…－4, －2, 0 , 2 , 4 …｝ 
 
（１）B = { x | |x|=2, x∈R  } ＝ 
 
（２）C＝{ x | x2+x‐2≦0，x∈Z }  = 
 
問8．次の集合を、{ ** | ･･･  } の形で書け。 

 
（例）9以下の自然数の集合 A 
 
 
（１）正の奇数全体の集合 B 
 
 
（２）開区間 ( a , b )にある実数全体の集合 C 
 
 
 
問9．次の集合を、{ ** | ･･･  } の形で書け。 

 
① AB �  ＝ 
 
 
② UTS ��  ＝  
 
 

① iIi A�U  ＝ 
 
 
② iIi A�I  ＝ 
 
問１０．次のことを証明するには何を言えばよいか答えよ。 

 
① CBA ��  
 
 
② CBA ��  

A=｛a∈N | 1≦a≦9 ｝ 

B= 

C= 

①－３ 



 

 

解答 

問１（１）�（� も可）  （２）�  （３）  （４）�（� も可） （５）  

問２（１）xは Xの元である。 
  （２） Aa�  かつ Ba�  
  （３） N�100  
  （４） R�S  かつ �S Q 
  
問３（１）自然数は整数である。 
  （２）複素数には、２乗すると－１になる数がある。 
  （３）０でない全ての実数には、かけて１になるような実数が存在する。 
  （４）整数同士の積は、整数である。 
※意味が同じなら、表現が違っていても構いません。自分が理解できる言葉で表現できればいいです。 

 
問４（１） Rx�� に対し、 02 tx  （文字は a でも何でも構いません） 
  （２） NxtsZx ��� ..  
  （３） Zx�� に対し、 0..  ��� yxtsZy  
 
問５（１）②，③ 
  （２）①，② （少なくともひとつ

．．．．．．．．
負の数が存在すればいいから、負の数が２つ含まれてい

る②もあてはまる） 
 
問６（１）①，②，④ （①は全ての A の元について、 Ba� が成り立っているが、（１）の条

件は満たしているからあてはまることに注意する） 
  （２）①        （３）④ 
 
問７（１）｛－２，２｝    （２）｛－２，－１，０，１｝ 
 
問８（１）｛ Nnnxx �� ,12| ｝｛ }0{,12| ��� Nnnxx ｝｛ Nnn �� |12 ｝など 
  （２）｛ Rxbxax ��� ,| ｝｛ bxaRx ��� | ｝など 
 
問９（１）｛ AxBx �� | ｝，｛ Bxx �| かつ Ax� ｝ 
  （２）｛ Sxx �| または Tx� または Ux� ｝ 
  （３）｛ iAatsIia ��� ..| ｝ 
  （４）｛ Iia ��| に対し iAa� ｝ 
 
問１０（１） Ax�� に対し CBx ��  
   （２） BAx ��� に対し Cx�  

①－解答 



 

 

練習問題②            学籍番号            名前 

 

写像の定義 

「①任意の
．．．

定義域の元に対し、②値域の
．．．

元を ③ただ一つ対応
．．．．．．

させたもの」を‘写像’という。 

 
 
問１．以下の ｆ について、写像といえるものには○を、そうでないものには×を書き、×の

場合には上の①から③のどれを満たしていないか答えよ。 

（満たしていないものが複数ある場合は全て答えよ。） 

 

    

     
 
 
問２．写像の定義域と値域を実数全体の集合（R）にすると、それは関数のことである。 

    次のグラフで、関数のグラフであるものには○を、そうでないものには×を書け。 

 

122  � yx                      2xy                     > @xy   

 
 

（１）  （２）  （３）  

（１） （２） 

（３） （４） 

問題

番号 
○ か

×か 
×の場合の

理由①～③ 
(１ )   

(２ )   

(３ )   

(４ )   

 

＜答＞ 

（１） （２） （３） 

＜答＞ 

②－１ 



 

 

問３．A,B：集合とせよ。 BAf o: を写像とするとき、 }|)({)(Im AaafAff �   であ

る。以下の問いに答えよ。 

 
（１）右図の写像 f について )( 3af と fIm を求めよ。 
    ＜答＞ 

)( 3af ＝ 
 

fIm  ＝ 
 
（２） fIm は、どのような集合といえるか、自分の言葉で説明せよ。 
  ＜答＞ 
 
 
  
 

（３）写像 f の値域 Bと， fIm の間に一般的に
．．．．

成り立つ包含関係で正しいのは次の①，②のど

ちらか選べ。また、等号が成り立つときの必要十分条件を求めよ。 
（つまり f がどのような写像のとき等号が成り立つかを答えよ。） 

              ① B� fIm   ② B� fIm  
 ＜答＞ 
 正しいのは（   ）。 
 等号が成り立つ必要十分条件（すなわち同値条件）は、 f  が（      ）であること。  

 
（４） }|)({)(Im AaafAff �  であるが、これを、 *}***|{Im Bbf �  と表すとす

ると、＊＊＊＊にはどのような条件を記入すればよいか答えよ。 
   ＜答＞ 

 
 

 

問４．A,B：集合とせよ。 BAf o: を下のような写像とする。 

},,{' 432 bbbBB  � ， },{' 21 aaAA  � とするとき、以下の問いに答えよ。 

 

（１） })(|{)(1 BafAaBf �� �
であることに注意して、次のものをそれぞれ求めよ。 

          ＜答＞ 
   ① )( 2

1 bf �  ＝ 

② )( 3
1 bf �  ＝ 

③ )'(1 Bf �  ＝ 

}|{Im Bbf � 

 

②－２ 



 

 

 （２） )'(Af と、 � �)'(1 Aff � をそれぞれ求めよ。 
          ＜答＞ 
     )'(Af  ＝ 
 

� �)'(1 Aff �  ＝ 
 

（３）定義域 Aの部分集合 'A と � �)'(1 Aff � の間に、一般的に
．．．．

成り立つ包含関係を（ ）内に 
書き入れよ。 
また、任意の AA �' について等号が成り立つ、必要十分条件を求めよ。 

（つまり、 f がどのような写像のとき等号が成り立つか答えよ。） 
 
 ＜答＞ 'A （   ） � �)'(1 Aff �  
 
    等号が成り立つ必要十分条件（すなわち同値条件）は、 f  が（      ）であ
ること。   

 
 （４） � �)'(1 Aff � を{ **|----- }の形で表せ。 
        ＜答＞ 
 
 
 
 
 
問５． 関数 )(: 2xxRRf ao  （つまり 2xy   のこと）について、次のものを求めよ。 

 
（１） fIm  ＝ 
 
（２） )1(f  ＝ 
 
（３） � �)1(1 ff �  ＝ 

 
 
 
 
 
 
 
 

� �)'(1 Aff �  ＝    

②－３ 



 

 

練習問題② 解答 

 

問１ （１） × 理由 ③（a１に注目） 
   （２） ○ 
   （３） × 理由 ②（a4の行き先に注目） 
   （４） × 理由 ①，③（a1と a3に注目） 
 
問２ （１） × （２）○ （３）○ 
 
問３ （１） )( 3af ＝ 4b   

fIm ＝ },,{ 421 bbb  
   （２）「定義域の各元を、写像ｆで写した行き先全体の集合」 などなど 
  （３）正しいのは（ ② ）。 
      等号が成り立つ必要十分条件は、 f  が（ 全射 ）であること。 
   （４） 
 
問４ （１）① )( 2

1 bf �  ＝ },{ 41 aa  

② )( 3
1 bf �  ＝I  

③ )'(1 Bf �  ＝ },,{ 431 aaa  

 
 
 
 
 
  （２） )'(Af  ＝ },{ 21 bb   ， � �)'(1 Aff �  ＝ },,{ 421 aaa  
（４） 'A （ � ） � �)'(1 Aff �  
 等号が成り立つ必要十分条件は、 f  が（ 単射 ）であること。 

   （５） )}'()(|{ AfafAa ��  

 
問５  （１） fIm  ＝ }0|{ t� yRy  

 
（２） )1(f  ＝１ 

 
（３） � �)1(1 ff �  ＝｛１，－１｝ 

 

注！！ )(af は常に一つの元を表すので、｛ ｝は使わない。 

でも、 fIm ， )(1 bf � ， )(1 Bf � は、常に集合を表しているので、例えそれが１つの元 

からなる集合であっても、｛ ｝を用いて書くこと。 

})(..|{Im baftsAaBbf  ��� 

②－解答 



 

 

練習問題③  否定      学籍番号         名前 
高校の復習 
「Pかつ Q」の否定 → 「Pでない または Qでない」（       ） 
「Pまたは Q」の否定 → 「Pでない かつ Qでない」（       ） 
 

 
z すべてのリンゴは赤い。 
 
 
z 大阪には、たこやき器のない家がある。 
 
 
z うろこ雲がでたならば、次の日は雨が降る。 
 
 
 
★☆単射の否定☆★ 

 
 
 
 

「すべての△は・・・である。」の否定は・・・ 

 
 
「 x� に対し、 )( xP 」の否定は・・（注． )( xP は、 xについて成り立っている条件のこと） 

 
 

「・・・をみたす△がある。」の否定は・・・ 

 
 
「 )(.. xPtsx� 」の否定は・・・ 

「P ならば Q （P→Q）」の否定は・・・ 図も書いておこう！ 

③－１ 



 

 

問１．次の事柄の否定を述べよ 

（１）8月は、すべての日の最高気温が 30度以上であった。 
 
 
（２）このクラスには大阪府出身でない学生もいる。 
 
 
（３）全ての子どもは、朝にパンを食べたなら、昼はご飯をたべる。 
 
 
（４）太郎君も花子さんも、犬を飼っていない。 
 
 
問２．次の問いに答えよ 

（１）「 Rx��  に対し 1..  �� xytsRy 」を自分の言葉に直せ。 
 
 
（２） （１）で直した言葉を否定せよ。 
 
 
（３） （２）の内容を記号でかけ。 
 
 
例題  BA� を否定せよ 

BA�  の元を用いた特徴づけは、 Aa�� に対し Ba�  である。 
よって BA� を否定すると、 Aa��  s.t.  Ba�  となる。  

＜答＞ Aa��  s.t.  Ba�  
 

問３． 上の例題にならい、以下のことがらを否定せよ 

 
① AB �  
 
 
 
② CBA ��  元を用いた特徴づけ 
 
       否定 

 

元を用いた特徴づけ 

 
否定 

③－２ 



 

 

③ CBAx ���  
元を用いた特徴づけ  

 

否定 

 
④ OO Ax /��U  

元を用いた特徴づけ  
 

否定 

 
⑤ OO Ax /��I  
  元を用いた特徴づけ  
 

否定 

 
 
⑥ fb Im� （ BAf o: ：写像） 

元を用いた特徴づけ  
 

否定 
 
 

⑦ BA   （
def
� BA � かつ BA � ） 

 元を用いた特徴づけ  
 

否定 
 
 

問４．  :f 全射とする （ただし、 BAf o: なる写像） 以下の問いに答えよ 

（１）全射になっている写像と、全射でない写像の例を自分なりの図で表せ。 

 

 

 

（２）自分の図をみながら、全射の定義を記号でかけ。 

 

（３）全射の否定
．．
を記号でかけ。 

 

③－３ 



 

 

 
練習問題③の解答 
問１（１）８月には最高気温が３０度未満の日もあった。 
  （２）このクラスの学生はすべて、大阪府出身である。 
  （３）朝にパンを食べ、かつ、昼にご飯を食べない子どももいる。 
  （４）太郎君か花子さんのうち、少なくとも１人は犬を飼っている。 
 
問２（１）すべての実数には、かけて１になるような実数が存在する。 
  （２）どんな実数をかけても、１にはならない（＝かけて１になるような実数が存在し

ない）実数がある。 
  （３） RytsRx ���� .. に対し 1zxy  
 
問３① （元） Bb�� に対し Ab�  （否定） Bb��  s.t.  Ab�  
 
② （元） Aa �� に対し Ba� または Ca�  （否定） Aa��  s.t.  Ba� かつ Ca�  
 
③ （元） Ax� かつ Bx� かつ Cx�   （否定） Ax� または Bx� または Cx�  
④ （元） /��O  s.t.  OAx�   （否定） /��O  に対し OAx�  
⑤ （元） /��O  に対し OAx�   （否定） /��O  s.t.  OAx�  
⑥ （元） Aa��   s.t. baf  )(   （否定） Aa��  に対し baf z)(  

   
⑦ （元） ( Aa�� に対し Ba� ) かつ ( Bb�� に対し Ab� ) 
（否定） ( Aa��  s.t.  Ba�  または 

Bb��  s.t.  Ab�  ) 
問４ 
 

（１） 
 
 
 
 （２）全射の定義： Bb��  に対し Aa��   s.t. baf  )(  
（３） 否定  ： Bb��  s.t.  Aa��  に対し baf z)(  

 
 
 
 
 
 

全射 全射でない 

全射 全射でない 

③－解答 



 

 

練習問題④  同値関係           学籍番号         名前 

 

問１． ‘代数学 Aを受講している学生全体からなる集合’を考えよ。 
次のものについて、どの学生 2人をとってきても、イエスかノーがはっきりするものには
○を、そうでないものには×をつけよ。 

① 同じ学科か                   （   ） 
② 似ているか                   （   ） 
 

問２．X：人間の集合，� a,b�X とする X に、以下のように定義した「☆,＊,…,～」のなか
で、同値関係になっているものには○を、そうでないものには×をつけよ。 
 
① a☆b ⇔ aは bのフルネームを知っている    （   ） 
② a＊b ⇔ aは bと同じ趣味を持っている     （   ） 
③ a…b ⇔ aは bと同じ血液型である       （   ） 

 ④ a～b ⇔ aは bの友達である （   ） 
 

問２． X＝｛サザエ，ドラえもん，アンパンマン，しずか，スネオ，マスオ，のびた， 
ジャイアン，ワカメ，イクラ｝とする。 

Xに関係～を、  
 a☆b ⇔ aと bは同じアニメのキャラクター 

で定義せよ。このとき‘☆’は、同値関係になる。 
 
（１） つぎのものを求めよ。 
② C サザエ        ② C アンパンマン     ③ C マスオ  

 
（答） 
 
 
 
 

（２）‘C マスオ’は、どのような集合と言えるか。自分の言葉で表現せよ。 
 
 
（３） Xの‘☆’に関する類別と、完全代表系をひとつずつ記せ。 
  類別                             

 

完全代表系 

 

③ 

② 

① 

④－１ 



 

 

問４．A：集合， ～：A上の同値関係とする。 
集合 Aに、以下のような元が存在してもよいか。よいものには○を、よくないものには

×をつけよ。 
（ただし、●，▲，■はいずれも Aの特定の元

．．．．
を表し、文中の‘関係’は、全て‘～’に関

するものとする。） 
①（  ）●と▲は関係がない。 
②（  ）■と■は関係がない。 
③（  ）●と▲は関係があるが、●と■は関係がない。 
④（  ）●と▲は関係があるが、▲と●には関係がない。 
⑤（  ）●と▲は関係があって、▲と■にも関係があるが、●と■は関係がない。 
⑥（  ）●と▲は関係があって、●と■にも関係があるが、▲と■は関係がない。 
⑦（  ）●と▲は関係があって、▲と■には関係がないが、●と■は関係がある。 

⑧（  ）●と▲は関係があるが、▲と■、●と■はそれぞれ関係がない。 

 

問５． =�ba,  とせよ。 

（１）「４を法として合同」（ )4(modba { ）の定義を記号で書け。 

 

 

（２） 7 a  としたとき、 )4(mod7 b{ となるbを５つあげよ。 
 

 

（３）（１）で書いた定義を、自分なりの言葉で表現せよ。 

 

 

（４） 次のものは =���=�� 44 abba  の証明である。[� ,� ] のどちらかに○をし、 

□の中に適切な内容をかけ。 

 

  =�� 4ba より、[� ,� ] �m     s.t.   � ba     

   � ab    ( ba � )より  � ab       ＝４(     ) =� 4  

（なぜなら     =� より） 

  よって =�� 4ab  

 

（５） )4(modba { が =  における同値関係であることを示すための条件をすべて答えよ。 

 

 

④－２ 



 

 

解答 

問１ ①○ ②× ③× （①はどの Aさんと Bさんをとってきても、同じ学科かそうでないか
がはっきりするが、②は、人によっても判断が異なり、似ているとも似ていないとも言えないこ

ともあるため、×である。③も同様。集合において、元と元の関わりの有無がはっきりするもの

を関係という。） 
 
問２ ※同値関係であるためには、そもそも‘関係’かどうかを確かめる必要がある！！！ 
① × （フルネームを知っているか知らないかははっきりしているため、☆はXの関係である。 

自分は自分のフルネームを知っているので、反射律は成り立つが、例えば自分が相手

のフルネームを知っていても、相手が自分のフルネームを知っているとは限らないの

で、対称律が成り立たない。同様に推移律も成り立たない。） 
 

② × （①と同様に＊は Xの関係である。反射律・対称律は成り立つが、推移律が成り立たな
い。例えば、Aさんと Bさんは、読書という同じ趣味をもっているとする。しかし Bさんは多趣
味な人で、Cさんとはピアノという同じ趣味をもっている。すると、Aさんと Cさんは、同じ趣
味をもっているとは言えない。） 

 
③ ○ （①②と同様に…は Xの関係である。さらに、反射律・対称律・推移律を満たす。 

よって、…は Xの同値関係である。） 
 

④ × （a さんは、b さんの友達かどうかは、人によって判断基準が異なり、はっきりしない
ので、～はそもそも関係ではない。よって当然、同値関係ではない。） 

※色々と納得いかない解説があるかもしれません。身近な例にすると、あいまいさもでてくるのですが、

関係とか、同値関係のイメージを持ってもらえればいいなと思います。 

 
問３ 
（１）①｛サザエ，マスオ，ワカメ，イクラ｝ 

②｛アンパンマン｝ 
③｛サザエ，マスオ，ワカメ，イクラ｝ 

※ 注意 C サザエ＝｛ Xx� ｜ x☆サザエ｝ 
＝｛サザエさんと同じアニメのキャラクター｝ 
＝サザエさんと同じアニメのキャラクター全体の集合 

反射律より、サザエ～サザエなので、C サザエには、サザエ自身も含まれます
．．．．．．．．．．．

！ 
 
（２）マスオとおなじアニメのキャラクター全体からなる集合  など 
（３）解答例その１ 

類別  X＝C サザエ∪
．

C アンパンマン∪
．

C ドラえもん 

    完全代表系 ｛サザエ，アンパンマン，ドラえもん｝ 

④－解答 



 

 

   解答例その２ 

類別  X＝C ワカメ∪
．

C アンパンマン∪
．

C のびた  
完全代表系  ｛ワカメ，アンパンマン，のびた｝ 

問４ 

① ○ （集合Aの元には、関係のない元同士があってもかまわない。） 
② × （同値関係では、全ての元について反射律が成り立つため、このような■は存在し
ない。） 

③ ○ （①と同様、関係のない元同士があってもかまわない。） 
④ × （同値関係の対称律より、もし●と▲に関係があるなら、▲と●にも関係がなけれ
ばいけ 

   ない。） 

⑤ × （同値関係の推移律より、●と■は関係がなければいけない。） 
⑥ × （●と▲に関係があるということは、対称律より▲と●にも関係がある。また、●
と■に 

    関係があることから、推移律より、▲と■は関係がなければいけない。） 

⑦ × （●と▲に関係があり、かつ●と■に関係があるということは、⑥と同様の考え方
で、▲ 

と■は関係がなければいけない。） 

⑧ ○ （同値関係の反射律・対象律・推移律のどれにも矛盾しない。） 
 

問５ 

（１） =�� 4ba  

（２）11，15，3，-1，-5， などなど 

（３）「a からbをひくと、４の倍数になる」 「aとbの差は、４の倍数になる」 
  「a とbは、４でわったときのあまりが同じ」 などなど 

（４） =�� 4ba より、[� ,� ] �m  =  s.t.   � ba  m4   

   � ab  － ( ba � )より  � ab  m4�  ＝４( m�  ) =� 4  

  （なぜなら m�  =� より） 

よって =�� 4ab  

（５） 

 =�� cba ,, に対して  （←ここ重要！！） 

・ )4(modba {  が =  における関係であること  （←忘れないこと！！！） 
・ 反射律 )4(modaa {  が成り立つこと 

 ・ 対称律 )4(mod)4(mod abba {�{  が成り立つこと 

 ・ 推移律 )4(modba { かつ )4(modcb { �  )4(modca {  が成り立つこと 

他にも考えられます！ 

④－解答 



 

 

練習問題⑤ 群                  学籍番号         名前 

 
一つの詩 

神よ，汝，偉大なる対称性，調和性 
そは，我に激しき渇望の想いを注ぐ 
されどまた，湧き上る悲しみ， 

定まれる形もなきままに過ごし行く 
この悩み多き日々に 

願わくば，一つの完全なるものを与え給へ 
 （ワイル『シンメトリー』より） 

 

問１． 
  
 
（１） f：N×N→N ， ),(),( Nmnmnmn ���a は、Nにおける演算とよべるか？ 
                （ よべる ・ よべない ） 

 
（２） g：N×N→N ， ),(1),( Nmnmnmn ���ua は、Nにおける演算とよべるか？ 

（ よべる ・ よべない ） 
 

（３） h：R×R→R ， ),(),( Rbaabba ��a は、Rにおける演算とよべるか？ 

（ よべる ・ よべない ） 
 
問２． 全ての色の集合 Aを考えよ。（‘透明’も色とする） 
 

a),(;: baAAAf ou （ aとbの色を 50mlずつ混ぜた色） 
 
 
 
 
 
 

 
とすると、この f は写像なので、 f は Aにおける演算と呼ぶことができる。 
この演算を、演算記号‘o’を用いて表すことにする。（つまり � � babaf o ),( と表すという

こと） 
全ての色の集合 Aは、演算oに関して群をなすかどうか調べよ。 

定義． A：集合  A×Aから Aへの写像を、Aにおける(２項)演算とよぶ。 
（つまり、A×Aから Aへの写像になっていればどんなものでも演算と呼べる！！！） 
 

⑤－１ 



 

 

～群の定義のおさらい～ 
 
定義 G：群 �  Gは次の３つの条件を満たす演算が定義された、空でない集合である。 

（ここでは、演算を乗法で表すことにする） 
         G1 結合法則： ),,()()( Gcbabcacab ��  
         G2 単位元の存在： )(11..1 GaaaatsG GGG ��  ��  

         G3 逆元の存在： Ga�� に対して GaaaatsGa 1.. 111   �� ���  

 
『集合 Aが、演算‘o’に関して群をなす』ことを示すには、次の４つを示せばよい。 

１．演算oが定義できること（←のちのち特に重要になってきます！！！） 
（今は、演算oが写像になっていることを先に述べているので、示す必要はない。） 

２．結合法則が成り立つこと（G1） 
３．単位元が存在すること（G2） 
４．逆元が存在すること（G3） 

 
 
 （１）演算‘o’は結合法則をみたすか？               （ はい ・ いいえ ） 
考え方  「 ),,()()( Acbacbacba �� oooo 」を自分の言葉に直してみよう。 
 
 
 
   
（２）演算‘o’に関する単位元は存在するか？            （ はい ・ いいえ ） 
考え方  「 )(11..1 AaaaatsA AAA ��  �� oo 」を自分の言葉に直してみよう。 

 
 
 

 
（３）演算‘o’に関する逆元は存在しますか？            （ はい ・ いいえ ） 
考え方  「 Aa�� に対して AaaaatsAa 1.. 111   �� ��� oo 」を自分の言葉に直してみよ

う。 
 
 

 
以上より、集合 Aは、演算oに関して群を （ なす ・ なさない ） 

 

⑤－２ 



 

 

解答 

問１ 

(1) よべない   (2) よべる   (3) よべない 

解説 

 演算とは‘写像’のことであるから、各 f が写像かどうかをチェックすればよい。 
写像とは、「①任意の定義域の元に対し、②値域の元を、③ただ一つ対応させたもの」 

つまり、「①定義域の全ての元に行き先がある。（定義域に、行き先のない元があってはいけない。） 
②定義域の元の行き先は、必ず値域に入っている。③定義域のひとつの元の行き先は、必ずひと

つである（２つ以上にわかれてはいけない。）」かを確かめよ。 
 
 (1)   f：N×N→N ， ),(),( Nmnmnmn ���a  

  今、定義域はN×N(自然数の直積集合)である。N×Nの任意の元は、nとmを自然数と
して、 ),( mn と表せる。（ N×N＝｛(1,1),(1,2),(1,3),…(2,1),(2,2),(2,3)…………｝）写像ｆは、
そんな任意の定義域の元 ),( mn を、‘ mn � ’という数に移す写像で、 nとmが決まると、

mn � もひとつの値に決まる。よって、写像のチェックの①と③は成り立つ。 
 だからあとは、「②定義域の元の行き先は、必ず値域に入っているか」を調べればよい。今の

場合は、「 Nmn �� 」すなわち「自然数同士の差は常に自然数か」を調べればよい。 
答えはＮｏである。（３－５＝－２，－２は自然数ではない） 
 
※(2)と(3)も同様にして、写像のチェックの②が成り立つかを調べればよい。 
(2) 1�umn は、いつも自然数なので、②が成り立つ。 
(3) たとえば 23 ��  は実数ではないので、 ab はいつも実数とは限らない。よって②が
成り立たない。 

 

問２ 
(1) いいえ  (2) はい  (3) いいえ 
 
問３ 
(1) いいえ 
「 ),,()()( Acbacbacba �� oooo 」を自分の言葉に直してみよう。 
  →「どの色を選んできても、aの色とbの色を混ぜてからcの色を混ぜるのと、bの色と

cの色を混ぜてからaの色を混ぜるのは同じ」（←それを調べる！！） 
（解説） 
つまり、例えば具体的に、赤色と黄色と青色があったときに、「‘赤色と黄色を先に混ぜて

から青色を混ぜてできた色’と‘黄色と青色を先に混ぜてから青色を混ぜてできた色’は同

じか」ということを考えればよい。一見同じ色になりそうだが、50mlずつ混ぜるのだから、
まず赤色と黄色を 50ml ずつ混ぜて(つまり今 100ml ある)、そのうちの 50ml を青色 50ml
と混ぜた色(ア)は、黄色と青色を 50mlずつ混ぜて、そのうちの 50mlと赤色 50mlを混ぜた

⑤－解答 



 

 

色(イ)とは違う。つまり、(ア)の色は赤：25ml, 黄：25ml, 青：50ml なのに対し、(イ)の色
は、赤：50ml, 黄：25ml, 青：25ml だから色が異なるのである。よってこの演算は結合法
則を満たさない。 

 
(2) はい ‘透明’が単位元である。 
 「 )(11..1 AaaaatsA AAA ��  �� oo 」を自分の言葉に直してみよう。 
 →「どんな色と混ぜても、相手の色を変えない色が存在する」（←本当に存在するかを調べ

る！！） 
 今の場合、‘透明’は他のどんな色とまぜても相手の色を変えない。 

(水だと相手の色が薄まるけど、そのあたりは空想の世界の話と考えてください・・・。) 
 ‘透明’は単位元の役割を果たしている！！よって、単位元が存在するといえる。 
 
 
(3) いいえ 
「 Aa�� に対して AaaaatsAa 1.. 111   �� ��� oo 」を自分の言葉に直してみよう。 
 →「どんな色にも、混ぜ合わせると単位元（今の場合は‘透明’）になる色が存在する」 
 ‘透明’と‘透明’をまぜると透明だから、透明の逆元は‘透明’自身になり、‘透明’に

は逆元が存在する。しかし、今調べなければいけないのは、どの色にも逆元が存在するかで

ある。（逆元が存在しない色（反例）をひとつあげればよい。） 
たとえば、‘赤色’とまぜて‘透明’になる色はない。よって、‘赤色’は逆元をもたない。 
従って、「 Aa�� に対して AaaaatsAa 1.. 111   �� ��� oo 」は不成立。 

  
 

 

 

以上です。  

 

 群の定義の意味はわかりましたか？ 具体的なイメージをもてましたか？ 

記号で表されているものは、いつも自分が理解できる言葉や図、具体例に置き換えて、意味をしっかり

理解するようにしましょう。 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑤－解答 



 

 

←定義域（上） 

←値域（下） 

あと さき 

練習問題⑥              「What’s 対称群 ?」  
 
 

}3,2,1{ X とするとき、３次の対称群 },|{3 全単射XXfS o について、調べてみよう。 
 
対称群 3S は、 XX o への、全単射写像（これを置換と呼ぶ）全体の集合なので、 
 
例えば、             や、             は、 3S の元である。 
 
 
 

全ての写像を、上のように図で表すのは大変なので、写像 1f を、 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

3
3

2
2

1
1

1f       と表

す。 

よって、 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

2
3

3
2

1
1

2f （１は１に移って、２は３に移って、３は２に移る）と表すことができる。 

このようにして、 XX o への、全単射写像を全て列挙すると、下のように 1f から 6f まで、６
つあることがわかる。 
 

Xf 1
3
3

2
2

1
1

1  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
  ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
 

2
3

3
2

1
1

2f  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

3
3

1
2

2
1

3f  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

1
3

3
2

2
1

4f  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

2
3

1
2

3
1

5f  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

1
3

2
2

3
1

6f  

 
つまり、       

},,,,,{},|{ 6543213 ffffffXXfS  o 全単射    である。 
 

この 3S が、写像の合成に関して、群をなしているのである。 
 
写像の合成って何？！と思っているあなた！ 
 
写像の合成を、実際にやってみよう。 

21 ff o というのは、下のような合成写像のことだから、 21 ff o 22
3

3
2

1
1

f ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 であることがわか

る。 
 
 
 
 
 

⑥－１ 



 

 

問題  

                 
つぎの乗積表を完成させ、以下の問いに答えよ。 
 

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

3
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2
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1
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3
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1
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§
 

2
3

1
2

3
1
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¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

1
3

2
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3
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問１ 群 3S は可換か？（すなわち、「 3, Sgf �� に対し、 fggf oo  」が成り立つか？） 
 
 
問２ 群 3S の単位元は 1f から 6f のうちどれか？  
         

 

問３ 群 3S の各元（ 1f から 6f ）の逆元を答えよ。 

1f の逆元   

2f の逆元 

3f の逆元 

4f の逆元 

5f の逆元 

6f の逆元 

  あと 

さき 1f  2f  3f  4f  5f  6f  

1f  
11 ff o       

2f  
21 ff o  

 
     

3f  
31 ff o       

4f  
      

5f  
      

6f  
      

 

⑥－２ 



 

 

注意！ 

解答 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
問１ 可換でない。 
  （理由） 3S の全ての元について、交換法則が成り立つわけではないから。 

たとえば 423 fff  o だが、 532 fff  o より、 3223 ffff oo z  
よって、群 3S は可換でない。 

 
問２ 1f     

問３ 1f の逆元・・・ 1f    

2f の逆元・・・ 2f  

3f の逆元・・・ 3f  

4f の逆元・・・ 5f  

5f の逆元・・・ 4f  

6f の逆元・・・ 6f  

 
 
 
 

  あと 

さき 1f  2f  3f  4f  5f  6f  

1f  1f   2f  3f  4f  5f  6f  

2f  2f  1f  4f  3f  6f  5f  

3f  3f  5f  1f  6f  2f  4f  

4f  4f  6f  2f  5f  1f  3f  

5f  5f  3f  6f  1f  4f  2f  

6f  6f  4f  5f  2f  3f  1f  

 

           知ダネ！！（知識の種） 
有限群の乗法を示すこのような表を乗積表という。乗積表が対角線に関し

て対称ならば群は可換群である。乗積表を比較して２つの群の構造が同じ型

であるか否かを知ることができる。(東郷重明「代数入門」p8より) 
 
4 個の元からなる集合 X＝{a,b,c,d}に群の構造を入れるには、2 通りの乗法
の定め方があるが、それを演算表を使って表すと次のようになる。 
  

 a b c d 
a a b c d 
b b c d a 
c c d a b 
d d a b c 

  
これは、1つの集合に群の構造を入れるとき、何通りかの方法があることを
示しており、上記の群の位数（＝元の数）は共に４であるが、その群構造は

異なったものである。 
ただし、２つの群が同じまたは異なるということを記述する客観的な概念が

必要である。それはまた今後学習することになる。 
（岩永恭雄「代数学の基礎」p28より） 

 a b c d 
a a b c d 
b b a d c 
c c d a b 
d d c b a 

つまり、この乗積表の演

算は、結合法則も満たし

ているんだよね！結合法

則が成り立つように演算

を定めるのは難しそ～

(>_<) 

⑥－解答 


